1. Legyen ABC egy hegyesszogii haromszog, melyben AB # B(C, legyen N a
haromszog B-hez tartozé stlyvonaldanak és a koriilirt korének masodik metszés-
pontja. Legyen H az ABC haromszog magassagpontja és D az a pont a koriilirt
koron, melyre BDH /Z = 90°. Jeldlje tovabba K azt a pontot, melre ACN K négyszog
paralelogramma. Igazold, hogy AC, KH és BD egyensesk egy ponton haladnak at.

Két megoldast mutatunk: az elsé azon miulik majd, hogy a harom egyenes harom koérhoz

htzott paronkénti hatvanyvonal, a masik azon, hogy a harom egyenes a BHF' haromszog
harom magassagvonala.
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1. Megoldas: Legyen a haromszog A, B,C' cstucsanal levd szogei rendre a, 3,7, illetve
jelolje k a haromszog koré irt kort. Mivel H magassagpont, ezért ACH/Z = 90°—«a és CAH/ =
90° — 7. Most belatjuk, hogy ACK H hturnégyszog.

Egyrészt AHCZ = 180° — ACHZ — CAHZ = 180° — (90° — ) — (90° — v) = a+ . Més-
részt felhasznalva, hogy ACK N paralelogramma és ABC'N hurnégyszog AKC/Z = ANC /L =
ANBZ +CNBZ = v+ «a adodik. Tehat AHC/Z = AKCZ, vagyis ACK H val6ban harnégy-

sz0g, a koré irt kort jelolje k.
(2 pont)

HKAZ = HCAZ = 90° — «, mert egy iven nyugvo keriileti szogek, tovibba AKN/ =
KNC/ = a, hiszen valtoszogek. Igy pedig HKN/ = HKA/ + AKN/ = 90° — a + o = 90°.
K az N pont tiikorképe az AC' felez6pontjara, tehat rajta van a BN egyenesén, ahonnan

BKHZ/ =180° —90° = 90°.

(2 pont)
A Thalesz tétel megforditasa miatt K és D rajta vannak BH Thalesz-korén, tehat BDHK
hirnégyszog, a koré irt kort jelolje ko.

(1 pont)

A k| kq, és ky korok hatvanyvonalai egy pontban metszik egymast. A k és k; kor hat-
vanyvonala az AC' egyenes, a k és ko kor hatvanyvonala a BD egyenes, a k; és ko hatvanyvonala
pedig K H, tehat ezek egy pontban metszik egymast.

(2 pont)



2. Megoldas: Legyen az AC szakasz felez6pontja F', és H pont tiikkorképe F-re H'. Ismert,
hogy H' a koriilirt korre esik (Feuerbach-kor és a koriilirt kor kapcsolata). A tiikrozés miatt
AHCH' paralelgramma, amibsl H' AC/ = HCAZ = 90° — BACZ. N a kériil irt korre esik,
igy az egy iven nyugvo keriileti szogek tétele miatt CNBZ = CABZ és HHNC/ = H'ACZ.
Igy HNBZ = HNC/ + CNBZ/ = 90° — BACZ + BACZ = 90°.

(3 pont)

H' a H, mig K az N pont tiikkorképe F-re, emiatt HK H'N paralelogramma, amibgl
FKH/ =FNH'/ =90°, azaz HK meré6leges BF-re.

(1 pont)

A Thalesz-tétel megforditasa miatt BH' atmérs. Egyrészt BDH = 90° a feladat feltételei
miatt, masrészt BDH' = 90°, mivel BH' atmérd, igy D, H, H' egy egyenesre esnek. Mivel F'
H és H' kozott van, F' is a DH egyenesre esik, ami merdleges BD-re.

(1 pont)

A BHF haromszog magassagvonalai éppen az AC, BD, és HK egyenesek, tehat ezek egy
kozos pontban metszik egymast.

(2 pont)

Toredék pontok. Ezek koziil maximum az egyikre lehet pontot adni:
1 pont: Ha AKC = a+ v, AHC = a + v, K rajta van a B-bdl induld stlyvonalon, koziil
legalabb 2 kett6t kiszamol
1 pont: Eszreveszi, hogy ACKH és BDHK négyszogek hurnégyszogek, de nem bizonyitja
egyiket sem.
1 pont: Ha észreveszi, hogy FK merdSleges BN, és F', H, D pontok egy egyenesen vannak, de
egyiket sem bizonyitja.
1 pont: BH' atmér6 az ABC' koriilirt korében.



2.

(a) Igazoljuk, hogy létezik olyan (XY, 7) egész szamokbol all6 szamharmas a (0,0, 0)-
n kiviil, melyekre |X|,|Y],|Z| < 105, és amelyekre | X +Y+/2 + Z/3| < 1071,

(b) Lassuk be, hogy olyan szamharmas (X,Y, 7) is létezik, amelyre a fentin tal még
XY -Z #0 is teljesiil.

(c) Igazoljuk, hogy olyan (X,Y,”7) egész szamokbol allé szamharmas a (0,0,0)-n
kiviil nincs, melyekre | X|, |Y],|Z| < 10°, és amire | X + Y2 + ZV/3| < 1072

(a) Vegyiik észre, hogy d = (1 + v/2 + v/3) < 10 miatt a (0, 10%d] intervallumba esik 10'®
szam 10° > XY, Z > 0-val, igy skatulyaelv alapjan lesz kettd, melyek tavolsaga kisebb, mint
107!, Kiilonbségiiket képezve a kapott X, Y, Z harmas jo lesz.

(2 pont)
Alternativan X =0, 105/(2v/2) > Y > 0, 10°/(2v/3) > Z > 0 valasztas mellett van legalabb
1012/(4-1,42-1,74) > 10"

szamharmasunk. Skatulyaelv alapjan igy vannak olyan X = 0, 10%/(2v2) > |Y| > 0,
10°/(2v/3) > |Z| > 0 nem mindharom nulla egészek, melyekre |X 4+ Y+/2 + Z+/3| mod 1
értéke kisebb 1071-nél (vagy az eredeti szamok egyike, vagy kettének a kiilonbsége). Ezen
kiviil a szdm maga abszolatértékben legfeljebb 106, igy tudunk hozza megfelels X-et is valasz-
tani. Itt azon mulik a dolog, hogy 4v/6(< 9,8) < 10, vagyis a kerekitéseknél van mozgésteér.
Lehet ngy is probalkozni, hogy X és Y a két szabad valtozo, s moduld v/3 néziik a dolgot, ekkor
b&vebb a hely a becslésekre.

(b) Tegyiik fel, hogy van olyan —10% <Y, Z < 10%, nem mindketts 0, melyre |V v/2+2/3| <
1071, Ekkor |Yv/2 — Z+/3| < 107, és igy a két szam szorzata (2Y? — 3Z?) egész, de nem lehet
0, mikézben meg abszolutértéke legfeljebb 1074, ami ellentmondés. A mésik két eset hasonléan
zarhato ki.

(2 pont)
(c) Az el6z6 alponthoz hasonlo gondolatmenettel tekintsiik az alabbi nemnulla egész szamot

(X +YV2+ ZV3)(X +YV2 - ZV3)(X —YV2 - ZV3)(X = YV2+ ZV3).

Ennek minden tényezdje abszolutértékben legfeljebb 107, igy miutan a szorzat abszolatértékben
legalabb 1, nem lehet egyik tényezs sem szigortian —1072! és 1072 kozott. A szorzat 0-sigat
az zérja ki, hogy v/3 nem felirhato 1 és /2 racionalis egyiitthatos linearos kombinaciojaként:
ez konnyen ellenérizhets, négyzetre emelés utéan.

(3 pont)



Megjegyzések

Ha valaki az a) részben formalisan gyengébb korlatot ér el, mert a kerekitések elszamola-
sa miatt nem eléggé optimalizalja az Y, Z valtozok fels6 korlatjat - de valojaban implicite a
megoldasa sz6 szerint dtmegy

(2 pont)
Ha az a) részben valaki a méasodik megkozelitésnél a kerekitésekkel nem foglalkozik
(1 pont)

Ha az a) részben megprobalkozik a skatulyaelvvel, de elvi hibat vét (példaul az elGjeles
kiilonbségvételnél a tekintett nagy intervallumbol kilép, vagyis tévesen allitja hogy mely skatu-
lydkba esnek a szamai).

(0 pont)



3. Hatarozzuk meg a \ valés szam minimuméat, melyre teljesiil hogy minden T
teriiletd konvex 2018-sz0g lefedhetd egy A - T teriiletli paralelogrammaval.

Megoldas:

A bizonyitas 2 részbdl fog allni. ElGszor belatjuk, hogy ha A = 2, akkor mindig létezik
max AT teriiletd paralelogramma, a masodik részben pedig azt, hogy minden 2-nél kisebb
konstansra van ellenpélda, azaz olyan 2018-sz6g, amit nem lehet belerakni egy AT teriiletd
paralelogrammaba, ha A < 2.

1. rész: Vegyiink egy tetszdéleges irany, hivjuk ezt fligg6legesnek. Ekkor vegyiik az
egyik legbaloldalibb (A), és a legjobboldalibb (B) csucsot. Ez mashogyan mondva vegyiik azt
a két pontot, aminek az els§ koordinataja a legnagyobb vagy a legkisebb. Természetesen lehet,
hogy tobb ilyen cstics van, akkor valasztunk egyet koziiliik.

(1 pont)

Olyan paralelogrammat fogunk csindlni, aminek egyik oldalparja fiiggdleges, a masik
pedig parhuzamos AB-vel. Ennek megfelelGen vegyiik a C', D csticsokat az alabbi modon:
C legyen AB feletti AB-t6l egyik legtavolabbi csiics, D pedig hasonloan, az AB alatti, AB-t6l
legtavolabbi csics.

(1 pont)

Belatjuk hogy ez j6. Nézziik azt a paralelogrammét, aminek oldalegyenesei az alabbiak:
C-n, D-n keresztili AB-vel parhuzamos egyenesek, A-n, B-n atmend, fiiggéleges egyenesek!
Ezt az AB két kisebb paralelogrammava vagja, ezeknek tertiletei ., t4, a 2018-szoget pedig egy
T, és Ty teriiletd részre. Mivel a sokszogiink konvex, igy 7T,.-ben benne van az ABC haromszog,
azaz T, > w, ahol d(AB, X) az az AB egyenes és az X pont tavolsiga. De t, =
AB - d(AB,C), azaz t. < 2T,. Hasonléan kijon, hogy t, < 2Ty, igy T < 2T, ahol T, a
paralelogramma tertilete.

(1 pont)

2. rész: El6szor 3-szogre latjuk be az allitast 2018-sz6g helyett. Azaz ha az XY ZT
paralelogramma fedi az ABC' haromszoget, akkor T'xy 7z > 2T4pc. Ha a paralelogramma vala-
melyik oldalan nincs haromszognek cstcsa, akkor ezt az oldalt elkezdhetjiik a paralelogramma
kozepe felé tolni egészen addig, amig el nem ériink egy cstucsot. Elég erre a paralelogramméra
belatni az egyenlGtlenséget, azaz feltehetjiik, hogy XY ZT minden oldaldn van haromszogcsucs,
de mivel 4 oldal van, és 3 cstcs, igy van 2 oldal, ami osztozik, azaz a két sokszognek van kozos
csucs, ez legyen X = A.

(1 pont)

Tegyiik fel, hogy nincs kozos oldaluk. Mivel az AB egyenes meredeksége az XY és AC kozé
esik, igy ha parhuzamost hiizunk vele C' keresztiil, az el fogja metszeni a T'X szakaszt, legyen
ez a pont T, a metszéspontja pedig az Y Z egyenessel legyen Z’. Most nézzik az ABZ'T’
paralelogrammét. Ez fedi ABC, van kozos oldala vele, teriilete pedig kisebb, mivel az XY -nal
parhuzamos oldalak tavolsadga nem valtozott, de a hosszuk csokkent, ugyanis AT" < AT. Azaz

feltehetjiik, hogy van koézos oldaluk, ez legyen AB. De ekkor Tupyr = AB - d(AB,C) =

Qw = 2T g

(1 pont)



Most ratériink a 2018-szogre. Konstrukcio: Vegyiink egy Ay, As, Asg1s haromszoget,aminek
teriilete 1, és az Ay Aggis oldalara rajzoljuk egy nagy sugaru korivet! A koriven vegyiik fel a
maradék 2015 cstucsot. Igy a sokszog konvex lesz. A korcikk teriiletét tudjuk feliilrsl becsiilni
az Ag és a Aggig pontokba hiizott érinték, és a Ay Asgrg altal 1étrehozott haromszog teriiletével,
ami ha elég nagy a sugar, kisebb, mint z.

(1 pont)

Bizonyitas hogy jo: Ha egy paralelogramma fedi ezt a sokszoget, akkor fedi az A; A Asgrs
haromszoget is, azaz teriilete legalabb 2. Tegyiik fel, hogy van egy ketténél kisebb A = 2 —
y konstans, amire igaz a feladat allitdasa. Ekkor tudjuk, hogy (2 — y)(1 + z) > 2 az el6z6
allitds miatt. Atrendezve azt kapjuk, hogy (2 — y)r > y. De ha x-et tetszélegesen kicsinek
valaszthatjuk, azaz © < ﬁ, akkor nem &ll fenn az egyenlGtlenség.

(1 pont)
Azaz azt kaptuk, hogy a legkisebb ilyen szam a 2.

Pontozas:

1. rész: (a2 jo)

egy jo paralelogramma megtaldlasa 2 pont (1 az irdny, 1 a cstcsai)

bizonyitas, hogy jo paralelogramma 1 pont

2. rész: (2-nél nem lehet kisebb)

haromszogre az allitas 2 pont

jo példa 1 pont

bizonyitas, hogy jo 1 pont

Lehetséges hibék:

valaki legkisebb teriileti paralelogrammaét vesz, de nem latja be, hogy van ilyen -1 pont



4. Legyen n > 1 egész. Egy babuval lépkediink egy korsétan egy n x n-es sakk-
tablan ugy, hogy egy lépésben egy oldalszomszédos mezdre lépiink, és a tablan
minden mez6t pontosan egyszer érintiink a kezdGmezlre visszaérkezésig (ahon-
nan megismételhetnénk a korsétat). Mutassuk meg, hogy létezik a sakktablan két
szomszédos mez6, A és B ugy, hogy a korséta egymast kovets 1épéseit kévetve A-bol
B-be, illetve B-b6l A-ba is legalabb n?/4 1épést tesziink meg.

Megjeqyzés: a korséta kezddmezdjére visszatérd lépést a kiorséta elsd lépése koveti a sorrend
szerint.

Els6 megoldas:

Ha sakktablaszertien kiszinezziik az n x n-es tablat, akkor a séta felvaltva érint fekete,
illetve fehér mezdket. Miutan a végén a kiinduld négyzetre érkeziink vissza, ezért a séta paros

hosszi, vagyis n? paros szam. Legyen n = 2m, ekkor n?/4 = m?.

(1 pont)

Induljunk ki egy tetsz6leges négyzetbdl, és kiovessiik a sétat, négy szinnel kiszinezve a
mezdket. Az elsé m? darab négyzetet amit érintiink szinezziik sargara, a kovetkezd m? darabot
pirosra, a kovetkezd m?-et kékre, végiil a maradék m? darabot pedig zoldre.

(1 pont)

Ha létezik két szomszédos négyzet, amik koziil az egyik sarga, a masik kék, akkor ez
a két négyzet jo lesz, mivel az egyik iranyban bejarva a sétat mindegyik piros mez6t érintjiik,
amibdl m? darab van, a masik iranyban bejarva a sétat pedig mindegyik zold mezét érintjiik,
amibdl szintén m? darab van. Tehat mindkét iranyban legalabb m? 1épést tesziink meg. Hasonlo
modon ha van két szomszédos négyzet, amik koziil az egyik piros, a masik zold, akkor is készen
vagyunk.

(1 pont)

Tegyiik fel, hogy nincsenek ilyen szomszédos négyzetek. Nézziik azoknak a négyzeteknek az
S halmazat, amik valamelyik sarga négyzettel szomszédosak. Az indirekt feltevés miatt
ezek mindegyike piros vagy zold. Az S-beli négyzetek mindegyike nem lehet piros, mert a
séta utolso lépésében, amikor a kezdémezdére 1épiink vissza, akkor egy zold mezérél 1épilink egy
sargéara, tehat van koziiliik zold négyzet, ami szomszédos egy sarga négyzettel. Mivel az az
m2-edik lépésben egy sarga mezorsl egy pirosra 1épiink, ezért az S-beli négyzetek kozott van
piros szind is.

(1 pont)

A sarga négyzetek Osszefiiggs tartoményanak hatarat korberajzolva talaljuk az S-beli négy-
zetek hatarat, esetleg a tabla szélét. A tabla széle a korberajzolasnil egy Osszefiiggd
szakasz kell legyen, kiilonben a mezdkon végzett teljes korséta soran a sarga tartoményon at
kellene haladnunk t6bbszor, mikézben az S-beli négyzeteken is athaladunk; de ez a sorrend
szerint lehetetlen. Tehéat az S-beli négyzetek és a sarga tartomany kozos hatara is Osszefliggd
szakasz, benne zold és piros szinnel; lesz tehat ilyen parbol szomszédos. Ez azt jelenti,
hogy van az S-ben két szomszédos négyzet, amik koziil az egyik piros, a masik zold. Az
indirekt feltevés miatt nem lehetnek élszomszédosak, emiatt csticsszomszédosak.

(1 pont)



Tekintsiik azt a 2 x 2-es N négyzetet, aminek egy-egy csticsiban ez a piros és zold
négyzet van. Ekkor N-ben a mésik két négyzet nem lehet sem piros, sem zold szind, mert
akkor lenne két élszomszédos piros és zold négyzet. Tegyiik fel, hogy a masik két négyzet sarga.
Ekozott a két sarga négyzet kozott van egy 1at, amiben csak sarga négyzetekre lépiink. Ennek
az utnak a belsejében a piros és a zold négyzet koziil pontosan az egyik van benne. Tegytik fel,
hogy a z0ld négyzet van benne. Amikor a sétat bejarjuk, akkor el6szor végigmegyilink a sarga
négyzeteken, majd a pirosakon és utdna a kékeken és végiil a zoldeken. Valamikor a séta soran
az N-ben levé piros négyzetet is érintjiik. Viszont ahhoz, hogy az N-ben levé zold négyzetre
lépjiink muszaj ralépniink Gjra egy sarga mezére, ami ellentmondéas. Hasonl6 moédon a piros
négyzet sem lehet benne a sarga négyzetek kozti utban. Tehat az N-ben nem lehet a masik
két négyzet sarga szini, tehat az egyik sarga, a masik kék.

(1 pont)

Az N szomszédos négyzet-parjai koziil az egyik jo lesz. Tegyiik fel, hogy az N-ben
levé szomszédos négyzetek sem teljesitik a feladat feltételét. Ha az N-ben levs sarga és piros
négyzet kozti tavolsag a sétaban legalabb m?, akkor az a két négyzet jo lesz, mert a maésik
iranyban bejarva a sétat az Osszes kék és zold négyzet koztiik van, tehat a tavolsaguk ott is
legalabb m?2. Tehat a két négyzet kozti tavolsag kisebb, mint m?. Hasonlé médon a piros és
kék, kék és zold, zold és sarga négyzetek kozti tavolsig is kisebb, mint m?. Viszont ez azt
jelenti, hogy ha a sétat az N-beli sarga négyzetbdl kezdjiik, akkor kevesebb, mint n? lépésben
visszaériink a kiindulasi négyzetbe, ami ellentmondas.

(1 pont)
Masodik megoldas:

Ha sakktablaszertien kiszinezziik az n x n-es tablat, akkor a séta felvaltva érint fekete,
illetve fehér mezdket. Miutan a végén a kiinduld négyzetre érkeziink vissza, ezért a séta paros
hossz1, vagyis n? paros szam. Legyen n = 2m.

(1 pont)

A sétat tekintsiik ugy, hogy a cstucsok a négyzetek kozéppontjai és két csics A és B kozott
akkor megy €él, ha a séta soran az A kozépponti négyzetbdl a B kozéppontuba lépiink. A sétat
jeloljiik S-sel, a hossza |S| = n?.

Grafot rendeliink a "séta belsejéhez". Tekintsiik a kis 1 x 1-es négyzeteknek azon
csucsait, amik a séta belsejében vannak és két csticsot kossiink 0ssze akkor, ha mindkettd cstucsa
ugyanannak a négyzetnek (vagyis a tavolsaguk 1). A kapott graf osszefiiggs, és nincs benne
kor, mert ha lenne, akkor az a kor tartalmazné az egyik kis négyzet kdzéppontjat és ezért a
séta nem mehetett at ezen a négyzeten. Tehat a graf egy fa, jeloljiikk T-vel, a cstcsainak szamat
pedig |T'|-vel. Nyilvan T-ben minden cstics foka legfeljebb 4.

(2 pont)



El6szor belatjuk, hogy |T| = 2m? — 1. Tekintsiik azokat a négyzeteket, amik oldala 1
egység hosszi, és a kozéppontja csicsa T-nek. Fzen négyzetek keriileteinek Osszege egyfeldl
4|T|. Masfelsl a négyzetek oldalai lefedik a sétéat, a kimaradt oldalak pedig metszik a T" egyik
¢élét mindegyiket pontosan egyszer. Emiatt a négyzetek keriileteinek 6sszege n? + 2(|T| — 1).
Vagyis 2|T| = n? — 2, igy |T| = 2m?* — 1.

(1 pont)

Most be fogjuk latni, hogy létezik a T-nek olyan éle, amit elvéve a fabol a kapott
két fa éleinek szama legalabb ZNT| — 1). Tegytik fel, hogy nem igaz az allitas. Legyen x
egy tetszGleges cstuicsa T-nek. Ha az xq csicsot elvessziik, akkor a T' négy fara esik szét, ezek
legyenek T4, Ty, T3, T, (néhanynak koziiliik lehet 0 cstcsa, ha az xy foka kisebb, mint 4). A
skatulya-clv miatt a négy fa koziil valamelyiknek legalabb 1 (|T'| — 1) éle van. Feltehetjiik, hogy
ez a fa T7 és legyen 1 az a csiicsa Ti-nek, ami szomszédos xg-lal. Az indirekt feltevés miatt
T > |T| = 1(|T] — 1) = 3(|T| — 1) + 1. Hasonl6 médon az xi-nek van legfeljebb 3 db z,-tol
kiilonb6z6 szomszédja. Az xq-et elvéve megint kapunk 4 fat, az xq-tol kiilonbo6z6 szomszédok
altal meghatérozott fak legyenek 77, T4, T4. Ennek a harom fanak ésszesen legalabb 2(|T'| — 1)
csticsa van. A skatulya-elv miatt az egyiknek legalabb 1 (|T'| — 1) csticsa van, feltehetjiik, hogy
T{-nek. Az indirekt feltevés miatt megint |T{| > 2(|T| — 1) + 1. Legyen z» az a cstcsa T}-
nek, ami szomszédos x1-gyel, ekkor x5 # x¢. Ezt az eljarast iterdlva kapunk egy x,, sorozatot,
amire r,,o 7# ¥, teljesiil minden n-re. Mivel T fa, ezért egy végtelen sorozatot kapunk, ami
ellentmondés.

(2 pont)

Megmutatjuk, hogy az ennek az élnek megfelel6 szomszédos négyzetpar épp
olyan amit keresiink. Legyen e egy olyan e éle a T-nek, amit elvéve a kapott T}, T, fakra
Ty, |T>| > i(|T| -1) = m22—1 teljesiil. Legyen v§ és v§ azon négyzetek kozéppontjai, melyre
v{v§ merdlegesen metszi e-t és egység hosszi. Ekkor SUv{v§ két séta, ST és S§ unidja, melyekre
S¢ N Ss = v§vs. Hasonlé modon bizonyitva, mint S-re és T-re kapjuk, hogy 2|T;| = |S¢| — 2
(i = 1,2). Vagyis |S¢|,]55] > m? + 1. Ekkor S = (S§ — v§vs) U (S§ — v§vs), ez a két halmaz
diszjunkt és |S¢ — vivs| > m? = n?/4, tehat készen vagyunk.

(1 pont)

Megjegyzések

Egy ehhez hasonlé kombinatorika feladatnal kulcskérdés, hogy j6 diagramot rajzoljunk,
és a lényegi észrevételeket megtegytik. Joparan sajnos ezt nem egészitették ki bizonyitassal.
A bizonyitasnak raadasul nem elég egy abrara hivatkoznia: fontos megmutatni, hogy miért
agy nézhet ki "lényegében" az abra, hogy a kiolvasott tulajdonsidg mindig teljestl.



