Véges matematika II. tanarszakos gyakorlat, 1. feladatsor,
megoldasvazlatok

Cstics- és élszinezések

Definicié: Egy G graf cstucsainak jo csiucs-szinezése valahany szinnel olyan, melyben nincs azonos
szint pontokat Osszekots él. Egy G graf kromatikus szama x(G) (ejtsd: khi, majdnem néma h-
val) a legkisebb szinszam, amellyel a csicsait jol szinezhetjiik. Hasonléan Egy G graf éleinek jo
(él)-szinezése valahany szinnel olyan, melyben nincs azonos szind élekre illeszkedd cstcs. Egy G
graf élkromatikus szima vagy kromatikus indexre x'(G) a legkisebb szinszém, amellyel a éleit jol
szinezhetjiik.

Kapcsolddo tételek: Brooks, w(G) < x(G) < A(G) + 1, Vizing

1. Legyen a GG graf csucshalmaza {1,2,...,100}, és legyen {4, j} él pontosan akkor, ha 1 < |i—j| < 6.
Mennyi x(G) és x'(G)?

Megoldas Peéldaul az {1,2,...,7} csiucsok egy Kr-et feszitenek, igy x(G) > 7. Masrészt hét
szinnel periodikusan szinezve (azaz a k szine legyen a héttel vett osztasi maradéka, 1 < k£ < 100) jo
szinezést kapunk, hiszen az azonos szind csicsok kiilonbsége oszthato héttel, tehat legalabb hét. Igy
X(G) = 7. A maximalis fokszam A(G) = 12, hiszen minden cstcsa a téle 1,...,6 tavolsagra levd
csticsokkal van Osszekotve balra is és jobbra is; igy a 7 < k < 94 csiicsok foka el is éri a tizenkettét;
tehat x'(G) > 12. Most nevezziik egy él hosszanak a két végpontjanak tavolsagat. A k hosszu éleket
két szinnel fogjuk szinezni balrél jobbra haladva (minden k-ra tjabb két szint hasznalunk): az els6 k
¢lt az els6 szinnel, a kévetkezs k élt a masodik szinnel, majd ismét k élt az elsvel stb (1 < k < 6).
Ez jo szinezés 12 szinnel, tehat x'(G) < 12.

2. Legyen H = {1,2,...,10}, V csticshalmaz legyen H részhalmazainak halmaza, azaz V = 2% és
legyen az élhalmaz F = {{A,B}: A C Bvagy BC A}, G = (V,E). Mennyi x(G)?

Megoldas(Megjegyzés: jol értsiik meg: a csicsok H részhalmazai, tehat 2! darab cstcs van;
pl az {2,4, 7} szomszédos {2, T}-tel, de nem szomszédos {1, 3,4, 7}-tel.) A0, {1}, {1,2}, {1,2,3}, ...,
{1,2,3,...,10} cstucsok egy K7i;-et feszitenek (barmelyik két kivalasztott részhalmaz koziil a nagyobb
elemszamu tartalmazza a kisebb elemszamut), igy x(G) > 11. Masrészt a k elemszamu halmazokat
a k. szinnel szinezve jo szinezést kapunk 11 szinnel (az elemszamok 0 és 10 kozott vannak), hiszen
azonos elemszamu halmazok nem tartalmazhatjak egymast.

3. Legyen G egyszerti, Osszefiiggs, k-regularis graf: a) k = 2; b) k = 3. Igaz-e a) ill. b) esetben,
hogy: G-ben van Hamilton-kor < \'(G) = k? Melyik implikaciot tudjuk eldonteni?
Megoldas

a) k = 2: a 2-regularis grafok (minden csucs foka ketts) néhény korbél allnak; mivel G Gssze-
fiiggs, G egy kor. Ekkor mindenképpen van benne Hamilton-kor; az élkromatikus szdma 2
vagy 3 aszerint, hogy paros vagy paratlan sok csticsa van-e. Ezek alapjan (=) nem igaz (pl
Cs ellenpélda); (<) viszont igaz implikacio (bar semmitmondo; de igaz azért, mert minden (a
feltételeknek megfelels) esetben, amikor x/(G) = 2, akkor G-ben kétségkiviil Hamilton-kor).

b) k = 3: (=) feltettiik, hogy G-ben van Hamilton-kér. Mivel a fokszamdosszeg mindig paros, G-
nek péaros sok cstcsa van, tehat a Hamilton-kor élei szinezhetdk két szinnel (piros, kék). Ekkor
minden cstcsnal mar két élt kiszineztiink. A graf maradék éleit szinezziik lilara; ez jo szinezés
lesz, hiszen minden cstcsnal pontosan egy piros, egy kék és egy lila él lesz. Tehat valoban
X'(G) = 3, az allitas (a = iranyu kévetkeztetés) helyes.

4. Legyen G egy 100-regularis, 613 csucsu, egyszerd graf. Mennyi x/(G)?

5. Mennyi G kromatikus szama, ha G csucshalmaza {1,2,...,100}, és {i, 5} (i # j) pontosan akkor
él, ha i | j vagy j | ?



Parositasok

Definici6: Egy G graf egy P élhalmazat pdrositasnak nevezziik, ha semely két P-beli élnek nincs
kozos végpontja. A P parositas lefedi a csucsok egy A C V(G) részhalmazat, ha minden A-beli
cstcsbol indul P-beli él. Egy P péarositas teljes, ha minden cstcsboél indul P-beli él.

Kapcsolodo tételek paros grafokon: Hall (Hall-feltétel), Kénig-Hall-Frobenius

6. Egy hattagtu tarsasdgban, ahol kolcsondsek az ismeretségek, mindenkinek harom ismerése van.
Bizonyitsuk be, hogy a hat ember leiiltetheté egy asztal koré tgy, hogy mindenki ismerje a vele
szemben iilGt.

b) Hogyan tudjuk a feladatot altalanositani?

7. Tegyiik fol, hogy egy G gratbol kitorliink két cstucsot, mire az szétesik két hdrom, egy négy, és két
ot csticsbol allo komponensre. Lehet teljes parositas G-ben? Altalanositsuk a megfigyelést!
Megoldas Nem lehet TP G-ben, mert a péaratlan csicsszamua komponenseken beliil egy-egy
csticsnak biztosan nem jut pér, igy azoknak a tordlt csicsok kozt kell legyen parja. Viszont négy
paratlan csticsszami komponens van, de csak két torolt cstucs. Altalanositas: ha egy G grafbol
(nem kell, hogy paros legyen) k csicsot tordlve a maradékban tobb mint k péaratlan csticsszamu
Osszefiiggbségi komponens keletkezik, akkor G-ben nincs TP. (Ez a Tutte-tétel egyik irdnya.)

8. (KoMaL K. 500.) Egy balon 6t fit és 6t lany szeretne tancolni a keringdben. Anna 160 cm, Bea
165 c¢m, Csilla 166 cm, Dori 168 c¢m, Elvira 170 cm, mig Ferenc 166 cm, Gabor 168 ¢cm, Hugd 169
cm, Istvan 172 cm, Janos 178 cm magas. Hanyféle parositasban tancolhatnak, ha minden lany csak
néala magasabb fiuval tancolhat?

9. Egy G = (AU B; E) egyszert paros grafrol tudjuk, hogy az A-beli cstucsok fokai kiilonbozsek és
egyik sem nulla. Mutasd meg, hogy van A-t fed§ parositas!

Megoldas Elsé megoldas: A Hall-feltételt ellendrizziik A-ban, és azt latjuk, hogy minden k
elemi részhalmazaban van olyan cstcs, akinek a szomszédsaga legaldbb k elemt, vagyis az egész
k-elemtihalmaznak is van k kiilonb6z6 szomszédja minimum. Méasodik megoldés: megkonstrualjuk
ugy, hogy A-ban novekvs fokszam szerint valasztunk a cstcsoknak péart azon szomszédai koziil, akik
még nem lette valasztva.

10. Van-e teljes parositas G-ben, ha G cstcsai a szamok 1-t6] n-ig, és két cstcs kozott akkor van él,
ha a szamok relativ primek?

Megoldas Ha n paratlan, nyilvan nincs. Ha n paros, akkor van, hiszen barmely két szomszédos
szam relativ prim, igy van koztiik él; tehat az {1,2}, {3,4}...{n — 1,n} élek TP-t alkotnak.

11. (KoMaL Gy.2209.) Kiszinezhets-e egy kockas papiron 25 mez6 gy, hogy mindegyikiiknek
a) paros szamu, és legalabb 2 szomszédja;
b) paratlan szamuszomszédja legyen kiszinezve?
(Két mez6 szomszédos, ha van kozos oldaluk.)

Megoldas a) igen. Egy "megdontott nyolcassal" megvalosithato; itt egy kivétellel mindenkinek
2 lesz a foka. b) nem, mert a szomszédsagok grafjaban minden komponens paros csicsszamu kellene
legyen.



