Véges matematika I. tanari gyakorlat

7. feladatsor - megoldasvazlatok.

Alapozas

EA-rol emlékeztets fogalmak, mddszerek: Fuler kérséta: minden élen pontosan egyszer dthaladé séta,
aminek kezdé és végpontja megegyezik., Hamilton koér és Hamilton Gt: minden pontot ponton athalad6 kor
ill. at. Emlék: Tétel Euler-korséta létezésérdl; sziikséges feltétel Hamilton-kor 1étezéséhez, elégséges feltétel
Hamilton-.kor 1étezéséhez (Dirac).

1. Rajzoljuk le az sszes legfeljebb 6 pontu fat!

Megoldasvazlat. 6 ilyen fa van. Valamilyen szisztéma szerint végig kell nézni az eseteket, hogy tébb
tényleg nem lehetséges. Ilyen lehet példaul a fokszamsorozat, és azon belil a legnagyobb fok.
Egy masik modszeraz el6adéson tanult fanovesztési tételre visszaemlékezni, miszerint egy n > 1 ponta fabol
elhagyva az egyik levelét és az abbdl kiinduld élt egy n — 1 ponta fat kapunk. Ezt felhasznélva rekurziv
modon elGalliottuk az 6sszes n cstcsi fat, ahogy azt a lenti dbra mutatja, ahol az n-edik sorban az n pontu
fak vannak, (atlosan) felette pedig azok a fak, amibél egy él hozzaadasaval leszarmaztathato.
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2. Igazoljuk, hogy ha egy fiban van k-adfoka pont, akkor legalabb k db elsofokd pont van benne!
Megoldasvazlat /1 Legyen a fa csticsszama n. Fokszamtétel: dy +...+d, = 2(n— 1) igaz, mert (n—1)
éld a fa. Valasszuk kiilon a levelek L halmazat. A t6bbi csticshoz tartozo fokszam legalabb 2, s6t az egyik
k, vagyis di + ... + dy_r| > k+2(n — |L| — 1). Hozzdadva a tobbi 1-es fokszamot is, azt kapjuk, hogy
di+...+d,=k+2(n—|L|—1)+|L| =2n — 2+ k — |L|. Mivel ez als6 becslés a fokszamosszegre, ezért
k—|L| <O0.
Megoldasvazlat /2 Legyen v egy k foka cstcs uq,us, ..., u, szomszédokkal. Toroljik a fabol v-t és az
ebbdl kiindul6 éleket. Ekkor w; és u; kozott (i # j) nincs séta, mert kiilonben az eredeti grafban az egy
kort képezne v-n keresztiil. Tehat mindegyik wu; cstcs kiilon komponensben van és tobb komponens nincs
is. Ebben a k komponensben tovabbra sincs kor, igy mindegyik komponens egy fa. Ha u; izolalt csics az 1]
grafban, akkor az az eredeti grafban egy levél lesz. Kiilonben wu; egy legalabb 2 csiicsi fa, igy van legalabb 2
levele az el6adason elhangzott tétel szerint. Ezek koziil az egyik biztosan kiilonbozik u;-t6l, és ez a csics az
eredeti grafnak szintén egy levele lesz. Vagyis mind a k komponensben taléltunk egy cstcsot, ami az eredeti
graf egy levele. Ezzel megmutattuk, hogy az eredeti grafnak van legalabb k levele.

3. Mutassunk olyan egyszert grafot, amely tartalmaz Euler-korsétat, paros sok pontja és paratlan sok éle
van!



Megoldasvazlat. Egy haromszogbdl as egy izolalt cstcsbol 4llo6 4 csicsu graf jo példa. Izolalt csucs
nélkiili graf is van: egy négyszog és egy haromszog Osszeillesztve az egyik csicsukban. Szamos més példa is
talalhato.

(Megjegyzés. A tétel miatt minden csiics foka paros. A feltétel miatt paros darab csics van. Igy a
fokszamosszeg paros darab paros szam Osszege. Errsl konnyt tévesen azt gondolni, hogy 4-gyel oszthato, igy
a fele (vagyis az élszam) pedig 2-vel lenne. A fenti példak erre is ramutatnak, hogy paros darab paros szam
Osszege nem feltétleniil néggyel oszthato.)

4. Legalabb hanyszor kell felemelni a ceruzat a Ks ¢ teljes paros graf lerajzolasakor?

Megoldasvazlat. 2 a valasz.

El6szor megmutatjuk, hogy 2 felemeléssel megoldhaté a feladat. A grafban 6 darab péaratlan fokud cstcs
szerepel (az 5 foku csticsok). Ha ezek koziil két kiilonbo6z6 part 6sszekotiink egy-egy 1j éllel, akkor egy egyszert
grafot kapunk (hiszen eredetileg nem volt él a paratlan foku csicsok kozott). A kapott graf osszefiiggs, hiszen
mar az eredeti graf is az volt és két csiics kivételével minden fokszam péros. Igy a tétel szerint van az j
grafban Euler-séta. Egy ilyen séta mentél haladva az eredeti grafot le tudjuk rajzolni a ceruza kétszeri
felemelésével. (Amikor egy 10j élhez ériink a sétaban, akkor emeljiik fel a ceruzat és az 1j él masik végében
folytatjuk a rajzot.)

Mésodjara megmutatjuk, hogy 2 felemelésnél kevesebb nem elég. Tekintsiink egy sikeres lerajzolast.
Hivjuk sétdknak azokat a (leghosszabb) részeket, amiket a vizsgalt lerajzolasban a ceruza felemelése nélkiil
rajzoltunk. Vegyiik észre, hogy mindegyik paratlan foka cstcs legalabb egyszer szerepel egy ilyen séta
végén. (Valoban, ha egy sétédban szerepel, de nem a végén, akkor ott 2 belgle kiindulé élt rajzoltunk be.
Ha nem szerepel egy sétdban, akkor O bel6le kiindulé élt rajzoltunk be. Ha ez minden sétara igaz lenne,
akkor Osszességében biztosan paros sok élt rajzolhatunk be, ami ellentmondéas, hiszen az Gsszes (paratlan) élt
berajzoltunk a feltételezés szerint.) Persze a sétak végén szerepelhetnek paros foku cstcsok is. De mivel mind
a 6 paratlan foku csicsnak kell szerepelnie a sétak végén (legalabb egyszer) és minden sétéanak legfeljebb 2
vége van, ezért legalabb 3 séta sziikséges. Ez pedig 2 megszakitast jelent.

5. Egy egyszerti G graf csicsait az 1,2,...,100 szdmok jelolik. Az ¢ és j csiicsok kozott pontosan akkor
vezet €l G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Hamilton-kort, illetve Hamilton-utat?

Megoldasvazlat. G tartalmaz Hamilton-utat: példaul 1 —2 -3 —--- — 99 — 100.

G tartalmaz Hamilton-koért: példaul 1-3—-5—-7—-.-—95—-97—-99—-100—98—-96—-94—---—6—-4—2—1.

Vegyiik észre, hogy a Dirac tétel feltétele nem teljesiilt. De ez még nem zarja ki, hogy 1étezzen Hamilton
kor.

6. Egy sakktablat szeretnénk léugrasban bejarni dgy, hogy minden mezore pontosan egyszer lépiink.
Lehetséges-e ez, ha a tébla

a) 4 X 4-es;

b) 5 x 5-0s;

c) 5 x b-0s, és azt is megkoveteljiik, hogy az utols6 1épésben visszatérhessiink a kiindulasi mezore?

Megoldasvazlat. Minden esetben konstruédljuk meg egy grafot, aminek a csiicsai a sakktabla mezdi.
Két cstcs Ossze van kotve egy éllel, ha a hozzajuk tartozé mezdk egy lougrasra vannak egyméstol. Vegyiik
észre, hogy a feladat az igy kapott graf Hamilton-utatjanak létezésére kérdez ré.

a) Nem lehetséges. Toroljiik a graf azon k = 4 cstcsat, amelyeken x szerepel. A kapott grafban 6 > k+2
darab Osszefiiggdségi komponens van. Az azonos szamt cstcsok esnek egy komponensbe. Igy az eléadason
tanultak szerint nincs a grafban Hamilton-ut. (Az érvelés — a tétel bizonyitasaval egyiitt — persze atfordithato
csak a sakktabla nyelvére. egyiik fel, hogy van egy bejarasunk. Tekintsiik az x mez&ket elvalasztoknak. Ekkor
a bejarasunk legfeljebb 5 részre bomlik szét. Mivel 6 kiilonb6z6 szamt mez§ van, igy a skatulyaelv miatt lesz
egy olyan rész, ahol két kiilonboz6 szdmu mezd is szerepel. Ez viszont ellentmondéas, mert x érintése nélkiil
nem léphetiink 4t egy masik szamu mezére.)
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b) Lehetséges. (A probalkozashoz segit, ha észrevessziik, hogy a fekete és fehér mezsk szama kozott 1 a
kiilonbség. Mivel minden lougras két kiilonb6z8 szint mezd kozott torténik, igy csak abbdl a szinbél érdemes
kiindulni, amelyikb&l tobb van.) Egy ilyen megoldas az abran talalhato, ahol a szamok azt jelzik, hogy
hényadiknak voltunk az adott mezén.
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c¢) Nem lehetséges. Most a feladat a Hamilton-kor 1étezésére kérdez ra. A fenti abran a paros szamokhoz
tartozd k = 12 db cstcsot torolve 13 izolalt csticsot kapunk, igy 13 > k + 1 komponense keletkezik a grafnak.
Tétel szerint igy ebben nem lehet Hamilton-kor.

Masik megoldas. Vegylik észre, a graf paros: a fekete mezdk alkotjak az egyik osztalyt, a fehérek a
masikat. Egy paros grafban pedig minden kor paros hosszi. Igy nem lehet benne Hamilton-kor, mert az
25-hosszi kor lenne.

(Egyénileg meggondolando, a két megoldas kapcsolata, illetve hogy a csticstorlss kritérium miért altala-
nosabb a szinezgs érvelésnél.)

7. Van-e olyan 6 pontt, 3-regularis egyszert graf, amelyben nincs Hamilton-kor?
Megoldasvazlat. Nincs, hiszen minden n = 6 csticstt 3-regularis grafban minden cstics foka legalabb
n/2, igy Dirac tétele miatt van benne Hamilton-kor.

8. Van-e Hamilton-kor az aldbbi grafban?

Megoldasvazlat. Nincs. A grafbol a k = 4 fehér cstcsot tordlve 6 > k + 2 komponens keletkezik, igy
nem lehet benne Hamilton-kor a tétel szerint (s6t még Hamilton-ut sem).

Gyakorlas

9.* Tgazoljuk, hogy ha egy faban van két 8-adfokd pont és harom 3-adfoku, akkor legalabb 17 db elsofoku
pont van benne!

10. (Kulcsfeladat EA-hoz) Mutassuk meg, hogy péaros grafban minden kor paros hosszusagia! Mutassuk
meg, hogy ha egy grafban minden kor paros hosszusagu akkor paros!

Megoldasvazlat. Tekintsiink egy tetszéleges paros grafot A és B csiicsosztallyal. Tekintslink e egy kort
a grafban. Mivel a kérben az A és B osztalyokhoz tartozo csicsok felvaltva szerepelnek (hiszen nincs él az
osztalyokon beliil), ezért a kor csak paros lépés utan tud visszazarodni a kiinduléasi cstcsba.

A masik irdnyhoz legyen G graf, amiben minden kor péaros hosszi. Elészor megoldjuk a feladatot abban
az esetben, amikor G Osszefiiggd. Ebben az esetben G-nek van feszitéfaja a tétel szerint. Az egyik csicsot
tegyiik bele az A halmazba. Innentdl a feszit6fa mentén lépkedve minden més cstcsot egyértelmtien az A vagy
a B halmazba tessziik bele aszerint, hogy a halmazokon beliil ne legyen éle a feszitGfanak. Megmutatjuk,
hogy a graf feszit6faban nem szerepls élei kiilonb6z6 halmazok kozott megy (vagyis hogy az igy képzett



halmazok megmutatjak, hogy G péaros). Indirekten, ha létezne egy e él (példaul) két A-beli csics kozott,
akkor tekintsiik a feszitéfaban az (egyértelmi) utat e két végpontja kozott. Ezen az tton paros él szerepel,
hiszen A-bol indul, A-ba érkezik, és kozben felvaltva van A és B kozott. Ekkor viszont az e éllel egyiitt ez
az it egy paratlan hossziisagu kort alkotna, ami ellentmondas.

11. (Kulcsfeladat EA-hoz)
a) Mutassuk meg, hogy nincs olyan egyszeri graf, aminek fokszamsorozata 1,1,1,1,3,7,8,8,8,8.
b) Mutassuk meg, hogy ha létezik n cstcst egyszert graf dy < do < ... < d,, fokszamokkal, akkor tetszdleges
k-ra (1 < k < n mellett)
dy+...+dp gk >dpjr1+...+dy—k(k—1).

Megoldasvazlat.

a) Vegyiik észre, hogy mindegyik 8 foku csiics legalabb harom 1 foku cstccsal van 6sszekotve. Ez azt
jelenti, hogy mar két 8-foki csicsbol kiinduld élek sem huzhatok be, hiszen mar ekkor is lenne két 1-foka
csucs, amibe két €l is menne.

b) Az el6z6 gondolatot altalanositjuk. Osszuk a graf cstucsait két részre. Legyen A-ban a dy,da, ..., d,—k
fokszamokhoz tartozo n — k darab csics, és legyen B-ben maradék k darab (dp—g41, .- ., dy, fokszamokhoz

tartozo) csucs. Tekintsiik az A és B kozotti éleket. Vegyiik észre, hogy egyfelsl A-bol maximum dy + do +
-+ ++d,_k €l mehet ki (akkor ha A-n beliil egyetlen él sincs). Masfeldl, egy tetszdleges d; foku B-beli csuicsbol
legfeljebb k —1 darab él mehet egy méasik B-belibe, vagyis legalabb d; — (k— 1) darab él megy A-beli csicsba.
Igy Gsszességében a B-bél legalabb dy, gy — (k—1) +dp_pyo— (k—1)+---+d, — (k—1) él megy at A-ba.
Ha e(A, B)-vel jeloljiik az A és B kozott mend élek tényleges szamét, akkor fent azt mutattuk meg, hogy

dl—l-dz—l-”'—f-dn_kze(A,B)Zdn_k+1—(k—1)+dn_k+2—(k}—1)+"'+dn—(k¢—1).

Ennek az egyenl6tlenségnek a két széle pont a bizonyitand6 egyenl&tlenség.

(A feladat ad n darab sziikséges feltételt egy adott fokszamsorozathoz tartozo graf létezéséhez. Kordbban
tanultuk azt a sziikséges feltételt, hogy fokszamosszegnek parosnak kell lennie. Megjegyzendd, hogy ezek
a feltételen az Erdgs—Gallai tétel szerint 1ényegében elégségesek is. 1d. https://en.wikipedia.org/wiki/
Erd’%C5%91s%E2%807%93Gallai_theorem.)

12. Van-e olyan 10 pontia graf, amelyben van Euler-korséta, és a csicsok fokszamainak Osszege 347

Megoldasvazlat. Van ilyen. A tétel szerint elég arra figyelni, hogy Osszefiiggs legyen a graf és minden
pont foka paros legyen. Ezt példaul el tudjuk érni, hogy kiindulunk egy 10 hosszu kérbél. Ennek behtizzuk
7 darab atlojat, hogy a behuzott atlok (egy vagy tobb) kort alkossanak. (Lehet ez egy darab 7 hosszu kor,
vagy akar egy 3 és egy 4 hosszu kor is). Természetesen mas jo példak is vannak.

13. Az F fanak 17 cstuicsa van, és barmely csticsanak fokszama 1 vagy 4. Hatarozzuk meg, legalabb hany élt
kell F-be behtuzni ahhoz, hogy a keletkezo grafnak legyen Euler-korsétajal

Megoldasvazlat. F osszefiiggs, tehat arra hatunk, hogy néhany él behtuzasaval minden fok paros legyen.
Ehhez els6 1épésben meg szeretnénk szamolni, hogy mennyi 1 foka cstcs van.

Legyen x darab 1 foku csics, és y darab 4 fokd. Ekkor

z+y=1T7.
Masfelsl a faban 17 — 1 = 16 él van, igy a fokszamosszeg 2 - 16 = 32, tehét
z-1+y-4=232

A két egyenletbdl 4ll6 rendszer megoldasa x = 12, y = 5, vagyis 12 darab paratlan foka cstics van F-ben.
(Azért érdemes egyenletekre attérni, mert tobb ilyen fa is létezik, viszont ezzel a modszerrel nem kellett
eseteket szétvalasztani, és meg mutattuk, hogy az dsszes ilyen fanak 12 levele van.)

Vegyiik észre, hogy két levél nem lehet Gsszekotve eredetileg, mert kiilonben nem lenne 6sszefliggd a graf
(és tobb mint 2 cstcs van). Ez azt jelenti, hogy a 12 levelet tetszélegesen 6 parba tudjuk allitani, és a parok
kozott egy-egy élt behtuzni, hogy a kapott graf egyszerd maradjon. Most mar minden fok paros (12 darab 2
foka és 5 darab 4 foku cstics van), igy a tétel szerint van benne Euler-korséta.
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Kevesebb él behtuzasa nem elég, hiszen minden 1j él legfeljebb 2-vel cstkkenti a pératlan foku cstcsok
szamat.

14. Igazoljuk hogy tetszoleges G Euler-graf élei megiranyithatdéak tgy, hogy béarmely csics ki- és befoka
legfeljebb eggyel térjen el egyméstol.
Igazoljuk, hogy ez nemcsak Euler-grafokra, hanem tetszGleges grafra is igaz!

Megoldasvazlat. Tekintsiik a G graf egy Euler-sétajat (ami létezik a feltétel miatt). Jarjuk végig ezt
a sétat, és minden érintett élt irdnyitjuk meg a haladasi irany szerint. Mivel az Euler-séta a graf 0sszes élét
tartalmazza, ezért minden élt ellattunk egy iranyitassal. A kezdd és vég cstcs kivételével minden csiicsba
pontosan annyiszor 1éptiink be a séta soran, mint ki, vagyis ezeknél a csticsoknél a ki- és befokok megegyeznek.
Ha a kezd§ és a vég csticsok megegyeznek, akkor az el6bbi allitas erre a csdcsra is érvényes. Kiilonben pedig
a kezdd csiics kifoka 1-gyel nagyobb a befokénal, hiszen onnan indultunk, de nem ott végeztiink. Hasonldéan
az utolso csics befoka 1-gyel nagyobb a kifokanal. Igy ez az irdnyitas megfelel a feladat kovetelményeinek.

Legyen most G egy tetsz6leges graf. Adjunk hozza G-hez egy 1j csticsot, és kossiik ezt Gssze az Osszes
olyan csucesal, ami az eredeti grafban paratlan foka volt. Most minden cstics foka paros (hiszen az eredeti graf
minden paratlan foka 1-gyel megnovekedett, és 1j csics foka pedig az eredeti graf paratlan foka csiicsainak
szdma, vagyis paros lesz). Az 4j graf minden Osszefiiggségi komponensében van egy Euler-korséta a tétel
szerint. Az elsé részt alkalmazva meg tudjuk iranyitani az éleket minden Gsszefliggéségi komponensben,
hogy ott minden cstcsra a ki- és befok megegyezzen. Igy persze ez igaz az 1j graf minden cstcsara is. Most
toroljiik ki az 1j éleket (és az 1j cstcsot). Mivel minden eredeti csicsbol legfeljebb 1 éé indul ki, ezért a
tortés utan a ki- és befok kiilonbsége legfeljebb 1-gyel tud valtozni. Igy ez az iranyitas jo lesz.

15.* a) Egy 1000 cstcsu grafban minden pont foka legalabb 750. Bizonyitsuk be, hogy "sok" éldiszjunkt
Hamilton-kor van benne! Mennyit tudunk igazolni? b) Mennyi Hamilton-kér van egy K, , grafban?

16. Mutassunk példat olyan 3-regularis egyszert 6sszefiiggd grafra, amelyben nincs Hamilton-t!
Megoldasvazlat. Legyen G, Ga és G3 harom tetszdleges 3-regularis Osszefiiggs graf (példaul tetraéder,
prizma, kocka stb). G; egy tetszsleges élét valasszuk ki, és a kozepére adjunk hozza egy 1j, v; nevi (2
foku csucsot). Vegyiink fel egy 1j, v, cstcsot, és ezt kossiik Ossze vy, ve, v3 cstucsokkal. Ekkor a kapott graf
Osszefiiggd és minden csics foka 3. Indirekten tegyiik fel, hogy a grafban van Hamilton ut. Ekkor ez az it
tartalmazza sziikségszertien mindharom v-bdl kiindulé élt, kiillonben nem tudna eljutni az ut az eredeti G;
graf csicsaiba. Viszont egy Hamilton-ut minden cstcshoz legfeljebb 2 élt hasznalhat, ami ellentmondas.

17. Igaz-e, hogy ha egy egyszert grafnak 2n + 1 pontja van, és minden pont foka legalabb n, akkor a grafban
van Hamilton-at?

Megoldasvazlat. Igaz. Ezt dgy latjuk be, hogy modositjuk az eredeti grafot, majd alkalmazzuk a
Dirac-tételt, végiil pedig ebbdl kévetkeztetiink az erredeti graf tulajdonsagara.

Adjuk hozz4 a grafthoz egy j v csticsot és ezt kossiik Osszes régi csuccesal. Az 0j grafnak igy 2n + 2 csiicsa
van. A régi csicsok foka n+ 1 lett, az 1j csics foka pedig 2n + 1. Vagyis minden csucs foka legalabb az (1j)
csucsszam fele, igy az 0j grafban Dirac tétele miatt van Hamilton-kor. Ha ebbdl a Hamilton-korbdél kitoroljik



a v cstucsot (és a két ide kapcsolodo élt), akkor az eredeti grafnak egy Hamilton-utjat kapjuk meg (hiszen
ezt minden eredeti cstcsot tartalmaz és koztiik csak az eredeti éleket hasznéaltuk a konstrukcié miatt).

18.*% A boltban véasaroltunk 100 piros, 150 kék és 200 darab zold szinti gyongyot. Bizonyitsuk be, hogy
lehet olyan nyaklancot késziteni az Osszes gyongy felhasznalasaval, amelyben azonos szini gyéngyok nem
keriilnek egymas mellé! Mi kize ennek a grafokhoz? Altalanosan a pontos feltétele annak a gyongyszamok
3 paramétere szerint fel lehessen oket igy fizni?

19.* Egy teljes graf minden élét tetszoleges iranyban megiranyitottuk. Mutassuk meg, hogy a kapott grafban
mindig van irdanyitott Hamilton-ut!

Kitekinté

20.* Bejarhato-e a 8 x 8-as sakktabla lougrasokkal gy, hogy minden mezon pontosan egyszer jarunk, és a
végén visszaériink a kiindulopontba?

21.* Egy tarsasdgban mindenki 4 masik embert ismer (az ismeretség kolcsonos). Bizonyitsuk be, hogy
letiltethetok néhany korasztal koré ugy, hogy mindenki ismerje mindkét szomszédjat!



