|. Kombinatorika

Bevezeto feladatok

1.a)3-5=15; b)1-2=2.

2.6-6=30.

3.2:3:2-1-1-2-1-1-1-1=24.

4. 4-4=16. A ,fels6 ag” és az ,,als6 4g” 4-4 csapata koziil barmelyik jatsz-
hatja a dontét.

5. 20-20 = 400. Mindkét fél 16 gyalog- €s 4 huszarlépés koziil valaszthat.

6. 6-10 = 60. Az e egyenes barmely 6 pontjat az f egyenes barmely 10 pont-
javal 6sszekothetjiik.

7. a) A legtobb jatszmat 10-10 jatékos esetén kapjuk, a mérkdzések szdma

ekkor 10 - 10 = 100.

b) Ha a jatékosok szama n = 2k, a maximalis szamd mérkdzést akkor
kapjuk, ha egyforma 1étszami csoportokat hozunk létre. Ekkor k*
szamu jatszma lesz, mig ha a csoportok 1étszama k +d, illetve k — d
(ahold € Z"), a jatszmdk szdma kevesebb lesz: (k + d)(k — d) = k* — d*.
Ha a jatékosok szdma n = 2k + 1, a legtobb mérk6zést akkor kapjuk,
ha k, illetve k + 1 a csoportok 1étszama. Ekkor k* + k szdmt jatszma
lesz, mig ha a csoportok létszdama k + 1 + d, illetve k — d (ahol d € Z),
a jatszmdk szdma kevesebb lesz: (k+1+d)(k—d) = k*+k —d* —d.

8.a) Az1+1+3és 1+2+2 0sszegek egyarant 3-féleképpen allhatnak

els, ez Osszesen 6 lehetGség.

b) A 3-as osszeg 1-féleképpen (1 + 1+ 1), a 4-es Osszeg 3-féleképpen
(1 + 1+ 2), az 5-0s Osszeg pedig az a) feladat alapjan 6-féleképpen 4ll-
hat el6. Osszesen 1 + 3 + 6 = 10 lehetdség.

9. Ha az utols6 (legkisebb) helyiértéken all6 szdmjegy 5, akkor 4-4-3-2-1=
= 96-féle szam készithet®, mert 0-val nem kezdddhet a szam. Ha az utolso
helyiértéken all6 szamjegy 0, akkor 5-4-3-2-1=120-féle szim lehetséges.
Osszesen 96 + 120 = 216 lehetség van. L
10. a) I dbra: Az A-bol C-be vezetd utak szama AC =3-4+ 1+ 2=15.

II. dbra: Induljunk el az A pontbdl, s minden elagazasnal irjuk a cso-
. mopontra az A-bol odavezetd utak szdmat (10/2. dbra)!
Eszrevehetjiik, hogy az ut soran barmely X eldgazashoz vagy feliilr6l, vagy bal-
rol érkezhetiink, ezért az X csomépontra irt szam
megegyezik a t6le balra, illetve felette 1év6 csomo-
pontra irt szamok Osszegével. AC =84. 1—=1-1—-1-1-

III. dbra: Hasonl6 okoskodassal AC =252. | | 1 | |

Barmely eldgazashoz feliilr6l érkeziink, de onnan } - % - 3| —4- ? - I
tobb 1t is lehetséges. P1. B-be X-b6l vagy Y-bol 2dton | _ 3 _ ¢ —10—15—21—28
juthatunk el (10/3. abra). X-be 2, Y-ba 3 ut vezetett, | | | | | | |
ezért a B-be vezetd utak szama 2-2 + 3-2 = 10. 1 —4-10-20—35-56—84

~ — -

—_ O\ — —
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10/3. b) I dbra: AB=3, BC =4,ABC =3-4=12.

1I. dbra: AB =10, BC=4, ABC=10-4=40

111, dbra: AB =10, BC =13, ABC=10-13= 130.
c¢) Az Osszes ut szamabol ki kell vonni a B-n dthalado
utak szamat. 1. dbra: AC — ABC=15—-12=3.

II. dbra: AC-ABC =84 —40=44. III. dbra:

~ AC — ABC=252-130=122.
11. Osszesen 9 darab egyjegy(l, 90 darab kétjegyti, 900
darab haromjegy( és 1005 darab négyjegyli szdmot irtunk

le.9-1+90-2+900-3 + 1005 - 4 = 6909.
12. Kotetenként 9-1+90-2+464-3,9-1+90-2 +
+453-3, illetve 9-1+90-2+ 4823, Osszesen 1581 +
+ 1548 + 1635 = 4764 szamjegyet irtunk le.
13. 9-1+90-2 +n-3=2184, innen n = 665. Ennyi ol-
dalbdl all a munka.
14.a) A szam 9-1+90-2+900-3 + 1-4 =2893 jegyti.
b) Az 1-es szdmjegyet 001-t6] 999-ig minden helyi-
értéken 100-szor irtuk le, 6sszesen 300-szor. Ha-
sonl6 a helyzet a 2, 3, ... , 9 szamjegyekkel.
A 0-t az egyes helyiértéken 99-szer, a tizes helyiértéken 90-szer, 6sszesen 189-
szer irtuk le. Maradt még az 1000, igy Osszesen: az 1-es szdmjegyet 301-szer; a
2,3, ..., 9 szamjegyeket 300-szor; a 0-t 192-szer irtuk le.
c)9-1+45-2=099, a 100. szdmjegy 5-0s.
15. A tiikros helyzeti szinezett mezdket parosithatjuk. Mivel paratlan szama
szinezett mez6 van, a kdzEépsd mezGt kiszineztiik. Altalanosan is igaz marad az
allitas, ha a tébla két oldalhosszdnak mérete és a babuk szdma paratlan.
16. a) 10.

@é%

b) 10. Minden 2 elemii részhalmazhoz kolcso-
nosen egyértelmlien hozzarendelhetjiikk a 3
a) eleml komplementer részhalmazat.
17. A kezd?d jatékos nyerhet. Kezdetben az érmé-
: ’ jét az asztal kozéppontjara helyezi, majd minden 1é-
—— |~ pésben az ellenfél érméjére kozéppontosan tikro-
sen helyezi el sajatjat.

18. A kezd6 jatékos nyerhet. Kezdetben a két ko-
> z€ps6 korongot forditja meg, majd minden 1épés-
! ben az ellenfél altal megforditott korongokra szim-
metrikus helyzetl korongokat forditja meg.

Ha kezdetben a korongok egy korben helyezked-
nek el, akkor a kezd§ jatékos lépése utan 9 vagy 8
hosszi sor marad. A mésodik jatékos 1 vagy 2 ko-
z€ps6 korong megforditasaval eldallithatja a szim-
metrikus helyzetet, tehat neki van nyerd stratégiaja.
19. A testek minden lapjahoz, éléhez és cstiicsdhoz
Hkiviilrél” egy-egy térrészt rendelhetiink, s maga a
test is egy térrészt hatdroz meg.
a)6+12+8+1=27, b)4d+6+4+1=15.
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20. Minden 4-lyuku buszjegyhez kolcsondsen egyértelmiien hozzarendelhet-

jik az 5-lyukd , komplementer” buszjegyet, tehat mindkét fajtabol ugyanannyi

buszjegy van.

21. a) A reformlotté minden sorsolasahoz (90 szambdl 85 darab) kolcsdondsen
egyértelmtien hozzarendelhetjiikk a hagyoményos lotté egy sorsoldsat
(90 szambodl a kimaradt 5 darab). A telitalalat elérése egyforman nehéz.

b) Mindenkinek van legalabb 80 talalata.

22.4a) 15.

b) Minden kivalasztott négyszog parosithatd a ki nem vélasztott két csu-
cson athaladd egyenessel, ezért ugyanannyi négyszog vélaszthaté ki a
csucsokbdl, mint az a) feladatbeli egyenesek szama: 15 darab.

¢) Maximalis szamu metszéspontot akkor kaphatunk, ha semelyik két 4tlo
metszéspontjan nem megy at harmadik 4tl6. Ekkor négy cstcs egyértel-
miien meghatdrozza két atld metszéspontjat, tehat ugyannyi metszés-
pontot kapunk, mint a b) esetben: 15 darabot.

23. Jelolje A a 3-mal, B az 5-tel oszthat6, 2000-nél
nem nagyobb pozitiv paros szdmok halmazat! III

a) 3-mal oszthaté szam 333 darab van, ezért ] 3]
|4| =333.
b) |B| = 200.

¢) Ha egy egész szam oszthat6 3-mal és 5-tel,
akkor oszthaté 15-tel is. 15-tel oszthato
szdm 66 darab van, ezért |4 N B| = 66.
d) Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagram-
mal, s irjuk be az egyes tartomanyok elem- | g 533
szamét ,,beliilrdl kifelé” haladva (vagyis az
A N B tartomannyal kezdve)!
Az abra alapjan 3-mal vagy 5-tel 467 szam oszthato.
e) 533.
Mas megolddsi lehetbség a d) feladatra:
|4 U B| akérdés. A szitaformulat alkalmazva [A UB| = |A|+|B|-|4ANB| =
=500 + 333 — 166 = 667. (A 2-vel és 3-mal oszthaté szamokat kétszer szi-
moltuk, ezért egyszer le kell vonni 8ket.)
24. Mivel 60% + 65% = 125%, mindkét feladatot a versenyzok 25%-a oldotta
meg. Csak a masodik feladatot a versenyz6k 65% — 25% = 40%-a, s mivel ez
80 £6, 200-an indultak a versenyen. Az iskola tanu-
l6inak 1étszama 1000.
25. Jeldlje A, B, C rendre a T,, T, T tulajdonsagu
szamok halmazat! Ekkor | A] =500, | B| = 333,
C| =200, |ANB| =166, |4NC| =100,
BNC|=66,|ANBNC|=33.
Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal, s
irjuk be az egyes tartomanyok elemszamat ,,beliil-
ol kifelé” haladva (vagyis az 4 N B N C tar-
tomannyal kezdve)!
Ez alapjan: a) 33; b) 266; c¢) 267 + 134 + 67 = 468;
d) 133 + 67 + 33 = 233.
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Masik megolddsi lehetbség a szitaformula alkalmazasa.

a) |[ANBNC| =33

b)|(AUBUC)| akérdés. |[AUBUC|=1|4|+|B|+|C|-|ANB|-
—lANnc|-IBNC|+|4ANBNC|=500+ 333+ 200 — 166 — 100 —
— 66 + 33 =734, ezért |(AUBUC)| =1000 — 734 = 266.

c)lA|+|Bl+|C|-2-(JANB|+lANnC|+|BNC|)+3-|[ANnBNC| =
=500 + 333 +200 — 2 (166 + 100 + 66) + 3 - 33 = 468.

d)|ANB|+[ANC|+|BNC|-3 |[ANBNC| =166+ 100 + 66 —

~3.33=233.
26.4)20+7+1=28;
b)T+1=8;

c)7+20+1=28;

d)20+7+1+1=29;

e) 7+20+2=29;

f) 10+ 7+ 1 =18 (amikor van piros, de nincs zold goly6é a kihuzottak
kozott: 10 + 7 lehetség);

g)20+7+1=28;

h) 1 (2 goly6 esetén el6fordulhat, hogy van két piros, de nincs harom zold;
ez nyilvan nem all fenn 1 kihtzott goly6 esetén);

D1+2+3+1=17,

J)10+20+3+1=34;

k)7+20+1=28;

[)7+20+1=28.

27.a) 19;
b) 46;
¢) 1 (2 zokni esetén el6fordulhat, hogy van piros par, de nincs zold par; ez
nyilvan nem all fenn 1 kihtzott zokni esetén);
d) 16;
e) 58;
f) 1 (2 zokni esetén el6fordulhat, hogy nincs piros pér, de van zold par; ez
nyilvan nem 4all fenn 1 kihtizott zokni esetén).

28. Nem lehetséges. A hdrom sor, harom oszlop és a két 4tl6 szamainak Ossze-
ge 8 értéket ad, mig az altaluk meghatarozott harom szam o6sszege —3-t6l + 3-ig
7-téle lehet, tehat vannak kozottiik egyenldk.

29. A téblat atloja mentén felbonthatjuk harom darab 668 X 333-as méreti
résztablara. Legyen pl. a 668 a vizszintes és 333 a fiigg6leges méret; ekkor az
atlé a mezdket hatdrol6 egységnyi hosszi szakaszokbol 667 fiiggblegest és 332
vizszintest metsz. (Nem tekintjiikk metszésnek, ha az atlénak a szakasz végpont-
javal van kozos pontja.) A metszéspontok szamanal eggyel tobb mezdn halad at
az atlo, igy Osszesen 3 - (667 + 332 + 1) = 3000 azon mez8k szama, amelyek
belsejében athalad az 4tlo.
30. a) Az atl6 egyenesét kissé eltoljuk pl. ,jobbra” ugy, hogy ne menjen at
egyetlen mez0 csticsan sem. Ekkor az utolso kivételével minden sorban
két mez6t metsz, Osszesen 15-6t.
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Tobb mez6t nem metszhet semmilyen egyenes. Ugyanis barmely egye-
nes a mezdket hatarold egységnyi hosszu vizszintes és fiiggbleges sza-
kaszokbdl 6sszesen legfeljebb 16-ot metszhet (a tabla széleit is bele-
értve), s a metszéspontok szamanal eggyel kevesebb mez6én haladhat at.

b) Hasonlé okoskoddassal a kissé elmozgatott atlo egyenese legfeljebb
2n — 1 szamu mezO6n haladhat at.

31. Atestatld az egységkockakat hatarol6 sikokat az egyes irdnyokban 10, 11,
illetve 12 pontban dofi. Minden metszésponthoz rendelhetiink egy egységkoc-
kat (pl. azt, amelyiket a testatlo ,,elhagyja” a metszéspontnal), valamint még az
utols6 kis kockat is szamolnunk kell. Osszesen 10 + 11 + 12 + 1 = 34 egység-
kockén halad 4t a téglatest testatldja.

2003 - 2004 .
32.a)2007206. 1+2+3+...+2003= — 5 = 2007006. Ennyi

szam talalhat6 az els6 2003 sorban, ezért a 2004. sor 2 007 006 + 101 =
= 2007 107-tel kezdddik. A sorban 1€vs 100. szam a 2007 107 + 99 =

= 2007 206.
b) Ha a 2005 azn. sorban van, akkor 1 +2 +3 + ... + (n — 1) + 100 < 2005.
n—1)n
Q +100 < 2005, innen n < 62, vagyis a 2005 a 62. sorban van.

61-62
Az els6 61 sorban

1891 + 101 = 1992, 14. eleme a 2005.

33.a) Az 1l.esetben 10+ 5+ 2+ 1+ 1=19,a 2. esctben szintén 19 a mérks-
zések szama.
b) Minden mérkdzés vesztese kiesik, s igy az egyetlen gydztes személyének
megallapitasdhoz 19 kiesésre (mérk6zésre) van sziikség.
Altalaban n jatékos esetén n — 1 mérk6zéssel lehet megallapitani a
gyOztest.

34. a) Minden egyes vagéssal +1-gyel nd az 6sszes papirdarab szdma. A végal-
lapotban 56 darab van, igy 55 vagas sziikséges.

b) Ha a méar meglévs papirdarabokat pl. egymasra tehetjiik, akkor minden
egyes vagdssal legfeljebb megkétszerezhetjiik a szamukat. A végéllapot-
ban 56 darab van. 2° < 56 < 2°, igy legalabb 6 vagas kell. A felezéses
technikat alkalmazva ennyi vagas elegendd is, nem nehéz a konkrét
darabolast megadni. (Arra kell csak iigyelni, hogy a vagasok el6tt a
darabokat egymasra vagy alkalmasan egymas mellé pakoljuk.)

= 1891 szdm van, igy a 62. sor els§ eleme

35. a) Minden egyes vagassal +1-gyel n6 az dsszes darab szama. A végallapot-
ban 512 darab kis kocka keletkezett, igy 511 vagas sziikséges.

b) Ha a mar meglévs téglatest darabokat pl. egymasra tehetjiik, akkor
minden egyes vdagassal legfeljebb megkétszerezhetjiik a darabok
szamat. A végallapotban 512 darab kis kocka van. 512 = 2°, igy legalabb
9 vagas kell. 9 vagassal a darabolas meg is valdsithatd. A kockalapokra
merd&leges harom irdny mindegyikében elegend6 3 vigés, ha a felezéses
technikéat alkalmazzuk.
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36. a) A felezéses technika segitségével 4 kérdésbdl ki lehet taldlni a gondolt
szamot. Ha pl. az els6 kérdés az, hogy ,,A gondolt szam legfeljebb 877,
akkor a vélasz utdn mar csak 8 szam koziil kell kitaldlni Anna szamat.
Ugyanigy felezve a lehetGségeket, a kovetkez6 kérdés utdn 4, majd 2,
végiil 1 lehet6ség marad. Ez a legjobb kérdezési technika. Ha ugyanis
valamelyik kérdéssel nem egyenld ardnyban osztanank két részre a
lehetséges szamokat, ,balszerencsés” valasz esetén a nagyobbik hal-
mazba keriilne a gondolt szam, s ezzel a halmazzal kellene folytatnunk
a kérdezést.

b) Az alabbi tdblazat mutatja, hogy 4 kérdés most is elegendd.

1123456789 |10|11(12[13|14|15]|16
I | x| x X | x| x| x|Xx
IL | x | x | x | X X | X | x| X
III. | x | x X | X X | X X | X
IV. | x X X X X X X X

A kérdéseket I-IV. jeloli. Minden kérdéssel az 1—-16 szdmok egy részhal-
mazara kérdeziink ra. Az egyes kérdéseknél x jelet tettiink annak a szimnak az
oszlopaba, amelyik az éppen kérdezett halmazba beletartozik. Lathatd, hogy a
16 kiilonboz6 valaszlehetdségnek megfelelen a 16 oszlop kiilonbozik
egymastol.

37. a) Két mérés elegendd. Jeloljiik a golydkat (1), (2), (3), (4), (5), (p)-vel, s
az els6 méréssel hasonlitsuk Ossze (1) és (2) tomegét (3) és (p)
tomegével! Harom eset lehetséges:

1. (1) és (2) nehezebb, mint (3) és (p) (jelolés: (1)(2) > (3)(p)).
Ekkor (1) vagy (2) lehet nehezebb a tobbi fehér golyénal, vagy (3) lehet
konnyebb. Ennek eldontésére elég (1)-et és (2)-t Osszehasonlitani,
Osszesen tehat két mérés elegendd.

2. (D(2) < (3)(p). A megoldas hasonl6 az eldbbihez.

3. ()(2) = (3)(p)- A hamis goly6 (4) vagy (5) lehet, kivalasztasara elég
pl. (1)-et és (4)-et dsszehasonlitani.

b) Két mérésb6l nem mindig tudjuk megmondani, hogy a hamis goly6

konnyebb, vagy nehezebb a tobbinél. Az el6z6 megoldas 3. esetében ha
(1) = (4), akkor nem tudjuk megéllapitani, hogy a hamis (5) ,,hogyan”
hamis.
Mas mérési eljaras sem lehet eredményes. Osszesen 10 lehet&ségiink
van (5 golyé mindegyike lehet kdnnyebb, vagy nehezebb, mint a tobbi),
egy mérés kimenetele 3-féle lehet, tehat 2 méréssel csak 3-3 = 9 esetet
tudunk megkiilonboztetni.

38. Kovetkeztessiink a végallapotbdl visszafelé! A 2% — 24 — 222 - 211 . 210

— 25— 2*— 222" 1 lanc 9 1épés hosszi, ezért kezdetben az 1 — 1 négy-

zetre emelést alkalmazhatjuk.

39. Mindharomszor ugy gytijtjiik 6ssze a lapokat, hogy mindig kozépre keriil-

jon az a kupac, amelyben éppen benne van a kivalasztott lap. Ekkor tudjuk,

hogy az els6 Osszegytijtés utan a 27 lapbdl a kozéps6 9 valamelyike a keresett
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kartya. A masodik szétrakas és Osszegy(jtés utan a koz€psd harom lap valame-

lyike, végiil a pakli kozepe, tehat a 14. lesz a kivalasztott kartya.

40. a) Igen. PL a fedSlapon elérhetd a (6, 8, 8, 8) helyzet, ezutan a (8, 8, 8, 8)
szamok el6allitasakor az alaplap cstcsaiba a (3, 2, 3, 4) szdmok keriil-
nek. Innen két 1€pésbdl eljutunk a (4, 4, 4, 4) allapotba, innen pedig
nyolc Iépésben a (8, 8, 8, 8) allapotba.

b) A kiindulasi helyzetben a csticsokon 1év6 szdmok dsszege 1 (paratlan).
A végallapotban minden csucsban egyforma szdm kell, hogy legyen;
ezek Osszege 8-cal oszthatd (paros). Amikor az
élek végpontjaiban all6 szamokat eggyel-eggyel
megnoveljik, az Osszeg 2-vel ng, tehat az Osszeg
paritdsa megmarad. Ez az ellentmondas mutat-
ja, hogy a kivant végallapot nem érhetd el.

¢) A kocka csucsait két csoportra osztjuk tigy, hogy
az azonos csoportban 1év6 csicsok kozott ne le-
gyen €l. Az egyik csoportba sorolhatjuk az alap-
lap és a fed6lap két-két szemkdzti csicsat (abra).

Az eljaras folyaman mindkét csoportban az ott 1év6 szamok Osszege egyszerre
n6 1-gyel. Mivel kezdetben ez az 6sszeg kiilonboz6 volt a két csoportban (0,
illetve 2), a csupa egyforma szdmozas nem érhetd el.
41. Egy 4 1épéses konstrukcié lathaté az abran (a két iires széket OO-val
jeloljiik, s alahtzzuk az éppen atiils gyerekeket).
4-nél kevesebb helycserével a feladat nem oldhaté meg. Nevez-
zik ,,j6 szomszédsagnak”, ha fia fia mellett és lany lany mellett FLFLFLFLOO
tl. Kezdetben a ,,j6 szomszédsagok” szama 0. Az elss Iépésben  pooLFLFLLE
ez legfeljebb 1-re ndhet, és a késdbbiekben is csak legfeljebb grr0OFLLF
kettesével novelhetd. Mivel a végallapotban a ,,j6 szomszédsa- FFLLLLFOOF
gok” szama 6, ezért nem elég 3 1épés. (A fenti megoldasban a j6 OOLLLLFFFF
szomszédsagok szama rendre 0, 1, 3, 4, 6 volt.)

42. A 10 szam 0sszege mindig ugyanannyi, hiszen 0sszeadasukkor mind a két

helyiértéken mind a 10-féle szamjegy megjelenik.

43. Legkevesebb 10 négyzetre van sziikség. Pl. cm-ben mérve 1 darab 5 X 5-0s-

re, 5 darab 2 X 2-esre és 4 darab 1 X 1-esre, vagy 1 darab 4 X 4-esre, 3 darab

3 X 3-asra és 6 darab 1 X 1-esre.

44. a) Azal - h8 és a8 - gl irdnnyal 7-7 parhuzamos 4tl6 van, tehat legfeljebb
14 futd helyezhet6 el. Ez a konstrukcié meg is valdsithato, pl. a tabla
szélére helyezett 14 futdval.

b) Egy 2 X 2-es résztablara legfeljebb 2, tehat a 8 X 8-as tablara legfeljebb
32 gyalog helyezhetd el. Megfelel§ konstrukciot kapunk, ha pl. minden
masodik oszlopba helyeziink gyalogokat.

45. Nem. A dédapak kozott nagyanydm apja is szerepel, mig nagyapaim

dédapjai kozott nincs rokona nagyanyamnak. (Erdemes felrajzolni a csaladi

szarmazasok 6t mélységti grafjat.)

46. 31 napos hénap esetén 20-a a hét 3 napjaval, 30 napos honap esetén 2 nap-

pal, februdrban pedig 1 nappal tolddik el. Janudr 20-a csiitortok, 30-a vasarnap,

igy az egyes honapok 20. napjait (20) és 30. napjait (30) az alabbi tablazatbol
olvashatjuk ki:
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Napok 1 7 10 | 11 | 12

p (31| (29) [ (31)|(30) [ (31) [(30)|(31)[(31)|(30)|(31)|(30)|(31)
hétfo 20 20 | 20
kedd 30 | 20
szerda 30 | 20 20
csiitortok| 20 30 | 20 20 30
péntek 30 20
szombat 20 30 30
vasarnap | 30 | 20 30 30 | 20

20-a csiitortokre, 30-a vasarnapra esett leggyakrabban (haromszor). 13-a és 20-a
minden hénapban azonos napra esik, igy péntek 13-a csak egyszer volt 2000-
ben, oktéberben.

47.a) Aszam 9-1+90-2 + 9003 + 9000 - 4 = 38 889 jegyi.

b) Az 1-es szamjegyet 0001-t81 9999-ig minden helyiértéken 1000-szer
irtuk le, 0sszesen 4000-szer. Hasonl6 a helyzet a 2, 3, ..., 9 szamje-
gyekkel. A 0-t az egyes helyiértéken 999-szer, a tizes helyiértéken 990-
szer €s a szazas helyiértéken 900-szor, dsszesen 2889-szer irtuk le.

c) 9-1+90-2+ 6053 =2004. A 605. haromjegyli szdm az 506, a 2004.
leirt szamjegy 6-0s.

48. a) Egyetlen mérés elegendd. Az els6 1adabodl 1, a masodikbdl 2, ... , az
0todikbdl 5 sulyt helyeziink a mérlegre. A 15 kg-nél annyi dkg-mal mu-
tat tobbet a mérleg, ahdnyadik laddban vannak a hamis stlyok.

b) Ismét elég egyetlen mérés. Most az egyes ladakbdl rendre 1, 2, 4, 8, 16
darabot helyeziink a mérlegre, s a 31 kg feletti dkg-értékbdl kovetkez-
tethetiink a hamis lad4dkra. Ha pl. 31 kg 7 dkg a mért érték, a 7-et felir-
juk 2-es szdmrendszerbeli 6tjegyl szamként: 7 = 00111, s ez mutatja,
hogy az els6 harom ladaban vannak hamis sulyok.

49. A legnehezebb goly6t 7 méréssel meghatarozhatjuk: 4 par dsszehason-

litdsa utdn a nehezebbekbdl 2 part készitlink, majd ezutdn a két legnehezebbet

hasonlitjuk 6ssze. A mésodik legnehezebb golyd csak azok koziil keriilhet ki,
amelyeket kordbban a legnehezebbel parositottunk. EbbSl a harom golydbol
mar két tovabbi méréssel meghatarozhatjuk a legnehezebbet.

Permutaciok, variacidok
Permutaciok

50. 6 darab; ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

51. 6 darab, hasonléan az 50. feladathoz.

52.4-3-2-1=41 =24

53. 4! =24.

54. 5! = 120. Pl a fiukat sorba éllitjuk, é€s hozzajuk parositjuk a lanyokat.
55. 5! =120.
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56. a) 10!; b) nl.

57. 6! =720. A B halmaz elemeinek minden sorrendje egy hozzarendelést is
meghatdroz.

58. 5 goly6 van, 5! = 120.

59. ,FElég j6” megoldasnak szamit a harombetlis szavak korében, ha ugy
adunk meg két massalhangzo kozott egy maganhangzot, hogy a sz6 meg-
forditasan kiviil még legaldbb egy tovabbi szot is alkothassunk. Pl. a 7, E, L
bettik ilyenek.

Ismétléses permutdciok

60. a) Ha a két ’a’ kiillonboz6 betl lenne, 4!-féle szot készithetnénk. Mivel
nem kiilonbozdk, az aba,c és az a,ba,c szavakhoz hasonléan minden
4!
sz6t kétszer szamoltunk, igy Osszesen 5" 12-féle sz6 készithetd.

b) Ha a harom ’a’ kiilonb6zo betli lenne, 5!-féle szot készithetnénk. Mivel
nem kiilonboz6k, minden aaabc tipusu tényleges sorrendet a,a,asbc,

a,a,a,bc stb. alakokban annyiszor vettiink figyelembe, ahanyféleképpen
5!
a harom ’a’ betlit egymés kozott permutalhatjuk. Eredmény: e 20.

c) Akét’a’ és a két b’ betli miatt az 5 kiilonb6zd elem sorrendjeit kétszer

. 5!
osztani kell 2!-sal. T = 30.
5!
d) TR 10.
61. J6 megoldasnak szamit, ha harom értelmes sz6 készithets a betiikbdl; pl.
E,E K, Z.
4! 5! 6! 5!
62. a) 3; b) — =12; c) —=060; d) 3 =120; e) T = 30;
- 7' 12!

f) 202 :180; g) 3191 —420 /’l) m_ZIO
63. Aza,a,b, b, c, c elemek minden permutacidja egy fiiggvényt hataroz meg.
. 6! L
Osszesen T 90-féle fliggvény van.
Variaciok
64.a)4-3-2=24; b)5:4-3=60; ¢)6-5-4=120.
65.5-4-3=060.
66. 6-5-4=120.

6

1
67.10-9-8-7-6=30240.

120, legalabb 6 kiillonb6z6 szamjegy kell.

120.
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Ismétléses varidciok

70. 3-3 =9 darab; A4, AB, AC, BA, BB, BC, CA, CB, CC.
71. a) £ =64;b) 5° =125; c) 6° = 216.
72. 10°.
73. 3 Minden mérkdzés végeredménye 3-féle lehet.
74. 2° — 1. Minden mezd 4llapota kétféle lehet, lyukasztott vagy sem; s ebbdl
a 2’ lehet6ségbdl ki kell hagyni a nem lyukasztott buszjegyet.
75. abba tipust négyjegyli szambol 9 - 10 = 90 darab van (a #0). Ezek a sza-
mok 11-gyel mindig oszthatok, s ha négyzetszamok, akkor 121-gyel is. Végigpro-
balva a lehetséges 121-9, 12116, 121-25, 12136, 121-49, 12164, 121-81
szamokat, egyik sem lesz megfeleld.
76. a) 2° = 32. A legnagyobb helyiértéken 1-es all, a tébbi 5 helyiérték kétféle
lehet.

b) 2° = 64. Mind a 6 helyiérték 0 vagy 1 lehet.
77. 271 illetve 2%,
78. 2%+ 1 =4294967297. A 32 fog mindegyikének allapota 2-féle lehet.
79. 3*2 + 1 = 1,85 10". Ennyi ember viszont nem él a Foldon!
80. 10° = 1000 prébalkozas ideje 6000 masodperc, vagyis 100 perc.
81. Els6 megoldds: Felsorolhatjuk a részhalmazokat: @, {1}, {2}, {3}, {1, 2},
{1,3}3,{2,3},{1,2,3}.
Masodik megoldds: A részhalmazba minden elem vagy beletartozik, vagy nem;
ez 2° = 8 lehetGség.
82. 6° Az alaphalmaz mindegyik eleméhez a 6 darab B-beli elem barmelyike ren-
delhetd.
83. Legalabb 3 kiilonboz6 szamjegy kell: 3° = 243,

Vegyes feladatok a permutacidk és variaciok témakorébdl

441

84. A szamok elején nem allhat 0. a) 3-3!=18; b) 2 =48,
S so: @) 58 g6 ss0

) 5 =00 A= '

85. Az utolso helyiértéken paros, illetve paratlan szamjegynek kell lennie.
a)2-4!=48; b)3-41=72.
Haromjegyl szdmok esetén: a) 2-4-3=24; b)3-4-3=36.
86. a) Az utols6 helyiértéken paros szamnak kell allnia. Ha az utolso jegy 0,
akkor 4!-féle, ha az utolsé jegy 2 vagy 4, akkor 2 - 3 - 3!-féle szam készit-
hetd. Osszesen 4! +2-3-3! = 60.
b)2-3-31=36.
Haromjegy(i szamok esetén:a) 4-3 +2-3 -3 = 30;
b)2-3-3=18.
87. Két esetet vizsgalhatunk az utolso jegy alapjan. 5! + 4 - 4! = 216.
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|

88. a) Ha az utolso6 jegy 0, akkor az 1, 1, 1, 2, 2, 3 szdmjegyekbdl T -féle

szam készithet; ha az utolso jegy 2, akkor a 0, 1, 1, 1, 2, 3 szdmjegyek-
5-5! . 6! 5-5!
bdl 3 -féle szam készithets. Osszesen: R + T = 160.
b) Ha minden szdmjegy kiilonb6zd lenne, akkor 4 - 5 - 5!-féle szamot ké-
4-5-5!

szithetnénk. Az egyforma jegyek miatt Osszesen T 200-téle
szam van.

89 8- 8! 7.8 3

" 3120 + 2120 =26 880 + 35280 = 62 160.

90. Az osszes esetbdl (négyjegyli szamok) kivonjuk a rossz eseteket (ame-
lyekben nem szerepel a 3-as): 6* — 5* = 671.

91. 6’ — 5" =4651.

92. 26 (10* — 1) = 6 760 000, ebbdl ki kell hagyni a 0000-tipustiakat, ame-
lyek szama 26°. Osszesen 6 759 324-féle rendszamtabla van.

93. Olyan rendszamtabla, melyben nem ismétlddik szamjegy,
26*-10-9-8-7=26"-5040 darab van. Amelyben van szdmjegyismétlsdés,
26%10* —26% 1098 -4 = 26*- 4960 darab; tehat a masik fajtabol van tobb.

94. 26> 10° = 17576 000; kihagyva a 000 tipustiakat, az eredmény 17 558 424.

95. Az el6z6 feladatok megoldasa alapjan 17 558 424 > 6 759 324; 1j tipust
rendszamtébla tobb van.

96. Az 0Osszes hatjegyli szam szamabol kivonjuk azok szamét, amelyekben
minden szdmjegy pératlan. 9 - 10° — 5° = 884 375.

97. 5 =125.
8!
98. a4l =170.
99. Az els6 jegy 1-es, igy 4 darab 1-es és 3 darab 0 szdmjegy Osszes per-
7!
mutécidjanak szamat kell meghatarozni: TR 35.
7! 7! -
100. PTIEY + S0 + 7+ 1 =64. A0 szdmjegyek szdma lehet 3, 2, 1 vagy 0.

101.4a4)5-4-3=60; b)4-3=12; c) 4-3 =12.
d) Ha egy-egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk: a) 6% b) 6% c) 67,
! .51

102. Ha a 0 marad ki: =100; ha2-es

3121 =60; ha 1-es marad ki: 3t
St 551 o '
oo 150; ha 3-as marad ki: T 50 lehetdség van. A hatje-

gyl szdmok szdma ezek Osszege: 360.

103. Az Osszes szambdl kivonjuk azok szdmat, melyekben nincs ismétlods
szamjegy: 7-8*—7-7-6-5-4=22792.

104. Az Osszes szambol kivonjuk azok szamét, melyekben nincs 1-es.
a)7-7-654—6-6-5-4-3=3720; b)7-8 —6 7" =14266.

marad Kki:
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105. Az els6 5 helyiértéken tetsz6leges szamok szerepelhetnek: 9 - 10*. Ha az
elsd 5 szamjegy Osszege paratlan volt, az utolsé helyiértékre 1, 3, 5, 7, 9 keriil-
het; ha az els6 5 szamjegy Osszege paros volt, akkor az utolsé helyiértékre 0, 2,
4, 6, 8-at frhatunk. Vagyis az utolso helyiértékre mindkét esetben 5-féle szam-
jegy keriilhet, az eredmény 5 - 9 - 10* = 450 000.

144
106. Az utolsé helyiértékre vagy 0, vagy 2-es keriil: % + TR 36.
107. 10000-t81 99 999-ig 90 000 szdm van. Ezek koziil minden masodik, har-
madik, illetve negyedik megfeleld.
a) 18000; b) 30000; c) 22 500.
108. 3-10”. A9 10” darab szazjegy(i szdm koziil minden harmadik oszthat6
harommal.
109. Komplementer leszdmolassal 5° — 4° = 61.
110. Komplementer leszdmolast alkalmazunk.
a)9-9-8:7-6-4-4-3-2-1=27120;
b) 9-10* — 4 -5* = 87500.
111. 28 =256. Minden helyiértékre kétféle szamjegyet irhatunk, 5-6st vagy 6-ost.

|
112. q)

T 70. A szamjegyek Osszege csak akkor lesz oszthato 9-cel, ha

4 darab 4-es és 4 darab 5-6s szdmjegyet hasznalunk fel.
b) Két ilyen szdm van, a csak 4-esekbdl, illetve a csak 5-6sokbol allo
9 jegyli szamok.
113. a) Az els6 hét helyiértékre tetszbleges szamjegyeket irhatunk. Ha az els6
hét szadmjegy Osszegének maradéka
—3-mal osztva 0, akkor az utolsé helyiértékre 3 vagy 6 keriil;
—3-mal osztva 1, akkor az utolsé helyiértékre 2 vagy 5 keriil;
—3-mal osztva 2, akkor az utolsé helyiértékre 1 vagy 4 keriil.
Vagyis az utols6 helyiértékre mindharom esetben 2-féle szdmjegyet
irhatunk, osszesen 6’ - 2 darab 3-mal oszthaté szam van.
b) Az el6z6 gondolatmenettel 5 - 6° - 2 = 466 560.
¢) Most az utolsé hét helyiértékre frunk tetsz6leges szdmjegyeket. Ezek
Osszegének 3-mal vett maradékatdl fiiggben az elsd szdmjegy rendre 3
vagy 6; 2 vagy 5; 1 vagy 4 lehet; vagyis minden esetben 2-féle. A
megoldas 772 = 1647 086.
114. 7722924 -10%.
115. A kozéps6 harom helyiértékre tetszOleges szamjegyeket irhatunk. Ha
ezek Osszegének maradéka
— 3-mal osztva 0, akkor az els helyiértékre 3, 6 vagy 9 keriil;
— 3-mal osztva 1, akkor az elsd helyiértékre 2, 5 vagy 8 keriil;
— 3-mal osztva 2, akkor az elsd helyiértékre 1, 4 vagy 7 keriil.
Vagyis az els¢ helyiértékre mindhdarom esetben 3-féle szdmjegyet irhatunk,
dsszesen 10° - 3 = 3000 megfelels szam van.
116. 3-mal oszthat6 otjegyii szam 6sszesen 3 - 10* = 30000 darab van. Ezek
koziil olyan, amelyikben nincs 6-os szamjegy, 8 - 9° -3 = 17496 darab van. (Az
elsd négy helyiértékre tetszOleges szamjegyeket irhatunk. Ezek dsszegének 3-
mal vett maradékatol fliggben az utolsd szdmjegy rendre 0, 3 vagy 9; 1, 4 vagy
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7; 2,5 vagy 8 lehet; vagyis minden esetben 3-féle.) A komplementer leszamolas
mddszerével az eredmény 3 - 10* — 8- 9° - 3 = 12 504.

117. Az el6z6 megoldds gondolatmenetét alkalmazhatjuk, de most utoljara az
els6 szamjegyet hatdrozzuk meg. A komplementer leszimolds mddszerével az
eredmény 3-10* — 9*-3=10317.

118. Jeloljiik az AB part G-vel, ekkor a G, C, D, E, F elemek permutéaciéinak
szama 5!. Mivel AB és BA kiilonbozo iilésrendnek szamit, az eredmény 2 - 5! =
= 240.

119. Komplementer mddszerrel 7! — 2 - 6! = 3600.

120. Az el6z6 megoldasok gondolatmenetét alkalmazhatjuk, de 0 nem keril-
het a szdm elejére: 6-6! —2-5-5! = 3120.

Mads megolddsi lehetbség: a legfeljebb hétjegyl szamokbdl kivonjuk azokat, ame-
lyek O-val kezd6dnek: 7! —2-6!— (6! —2-5!). (Mindkét eredmény kiemelés
utdn 26 - 5! = 3120.)

121. a) A padnak két széle van, ezért 8! — 2 - 7! = 30 240.

b) Jeloljiik az AB part J-vel, a CD part K-val, ekkor aJ, K, E, F, G, H ele-
mek permutécioinak szdma 6!. Mivel AB és BA, valamint CD és DC
kiilonboz6 iilésrendnek szamit, az eredmény 2° - 6! = 2880.

122. a) Az 1, 2, 3 szamokat egyetlen objektumnak tekintve 7! sorrendet ka-
punk. Mivel ez a harom elem egymds kozott 3!-féleképpen permutal-
hatd, az eredmény 7! - 3! = 30 240.
b) 7! = 5040.
¢) Mivel az 1, 2, 3 szamok sorrendje egyméshoz képest rogzitett, jelol-

hetjiikk 6ket a, a, a-val. Ekkor az a, a, a, 4, 5, 6, 7, 8, 9 elemek per-
!

mutécidinak szdma a kérdés. Eredmény: ? = 60 480.

P

123. Az el6z6 megoldasok gondolatmenetét alkalniazhatjuk, de 0 nem keriil-
7-7!
het a szam elejére.a) 7-7!-3! =211680; b)7-7!=35280; c¢) = 5880.

3!

124. Az el6z6 feladatok megoldasa alapjan: (n — k + 1)! - kL
125. Az el6z6 feladatok megoldésa alapjan: (n — k + 1)1

n!
126. Az el6z6 feladatok megoldasa alapjan: R
127.a) 2-4!-41=1152; b) 4!-4! =576. .
128. a) 4!-41=576; b)2-4! 4! =1152.
129. a) 4! = 24. A két darab 1-est egy objektumnak tekinthetjiik.

!

b) A 2-est és 3-ast egy objektumnak tekintve 5 szamu sorrend lenne, de

4!
a 23 és 32 parok kiilonboznek, igy az eredmény 2 - o 24.
5! 4! '
c) Komplementer leszamoléssal o 2. o= 36.
5! 6 _ 5
130.4a)4!=24; b) 5-2 =40; ¢) 5—2-5 = 80.
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131. a) Jeloljiik a harom szomszédos 1-est A-val, igy A4, 2, 2, 3, 4 Osszes sor-
!

rendje — = 60.
2! 6!
b) Jeloljiik a két 2-est B-vel, igy 1, 1, 1, B, 3, 4 0sszes sorrendje ? =
— 120. ‘
c) Jeloljik a 3, 4 part C-vel, igy 1, 1, 1, 2, 2, C permutécidinak szama
6! 6!
T . De C kétféle lehet (34, illetve 43), ezért az eredmény 2 - T
= 120.
! 6!
d) Komplementer leszamolassal Y -2 TR = 300.
132. Az el6z6 megoldasokhoz hasonldan jarunk el, csak arra kell vigyaznunk,
7! 8-8 77
hogy 0-val nem kezd6dhet szam. a) =5880; b) TR TR =21 000;
T 4, 88 i Yo '
c) T 5880; d) Aol 3o 2T 000.

133.a)52-51-50-...-45~3,03-10"; b) 52% =~ 5,35-10".

134. Legfeljebb 8 bastya helyezhetd el, hiszen minden oszlopban legfeljebb 1

allhat. Az els6 oszlopban a bastyat 8 helyre tehetjiik. A masodik oszlopban mar

csak 7 helyre (nem keriilhet az el6zdvel egy sorba), a harmadik oszlopban 6

helyre és igy tovabb. Osszesen 8! = 40 320-féle elhelyezés lehetséges.

135. a) Bontsuk fel a 8 X 8-as tablat 16 darab 2 X 2-es résztablara! Mivel min-
den 2 X 2-es résztablara legfeljebb egy kiraly keriilhet, a 8 X 8-as sakk-
tablara legfeljebb 16-ot helyezhetiink el. Az elhelyezés meg is valdsit-
hat6, ha pl. mindegyik 2 X 2-es résztabla bal f6ls6 mezgjére tessziik a
kirdlyokat.

b) 9 kiraly elhelyezhet6 az el6z6 konstrukciéval. Tobb nyilvdn nem, hi-
szen a 6 X 6-0s tablara is csak 9-et tehetnénk.

136. a) Jeloljik 7 — 6-tal azt, hogy a 7-es madarnak abba a kalitkaba kell
keriilnie, ahol most a 6-os madar van. A kovetkezd ciklust irhatjuk fel:
7—-6—>2—-9—->8—>3—>4—5—1— 7. Ez azt jelenti, hogy bar-
melyik madarat kitehetjiik az iires kalitkdba, a tobbi nyolc ciklikusan
a helyére koltoztethets, majd Gt is visszatehetjiik a sajat kalitkdjaba.
Osszesen 1 + 8 + 1 = 10 koltoztetésre van sziikség.

b)A3—-8—-9—2—7—1—3és4—5— 6— 4 ciklusok miatt leg-
kevesebb 6 + 1 + 3 + 1 = 11 1épés kell.

c) Harom ciklust kapunk:3—4 - 1—-3,8—>9—>2—-8§ 7—-6—>5—".
Legkevesebb 4 + 4 + 4 = 12 koltoztetésre van sziikség.
Altalaban is igaz, hogy n elem és c ciklus esetén a minimalis rendezési
1épésszam n + c.

137. a) Jeloljik a haromszog csucsait 1, 2, 3-mal. Ezen elemek mind a 3! = 6
szamu permutdcidja meghatdroz egy egybevagdsagi transzformaciot.
Pl az (132) permutécio jelentése: az 1-es csucs helyben maradt, a 2-es
és 3-as helyet cserélt. Ez a transzformacié az 1-es csucson athaladd
szimmetriatengelyre valo titkkrozés.
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A 6 transzformécio: kozéppont koriili forgatas 0°, 120°, illetve 240°-
kal, valamint harom tengelyes tiikrozés.

b) Jeloljiik a négyzet csucsait 1, 2, 3, 4-gyel! A 4! szdmd permutéciobol
csak azok hatdroznak meg egybevagdsagi transzformaciot, amelyekre
teljestil, hogy szomszédos csucsok szomszédosak maradtak. (Pl. meg-
felel a (2341) permutacié (ez egy forgatds), de nem lehetséges az
(1324), mert az 1-es és 2-es csiicsok nem maradtak szomszédosak.)
8 egybevagosagi transzformacié van: négy kozéppont koriili forgatas,
négy tengelyes tiikkrozés.

¢) 10 egybevagosagi transzforméacio van: 6t kozéppont koriili forgatas, 6t
tengelyes tiikkrozés.

138. a) 4! = 24-féle jelsorozat van. 2* < 24 < 2°, ezért legalabb 5 kérdés kell,
ami elég is pl. a felezéses technika alkalmazasaval.

b) 4* =256 = 28, igy 8 kérdésre van sziikség. (Pl. a sorozat minden egyes
jegyét 2 kérdéssel kitalalhatjuk.)

139. a,=n!,han=0.

Kombinacidk, ismétiéses kombinaciok
Kombinaciok

n

2 2

141. A halmazok elemeibdl kell kett6t ugy kivalasztanunk, hogy sorrendjiikre
nem vagyunk tekintettel.

6 nn—1
140. Barmely két ember egyszer fog kezet. a) [2] =15; b) [ ] = 7)

3
a) o= 3;{a, b}, {a, c}, {b, c}.
4
b) o= 6; {a, b}, {a, c}, {a,d}, {b, c}, {b,d}, {c,d}.
5
) 5 =10; {a, b}, {a, c}, {a,d}, {a, e}, {b, c}, {b,d}, {b, e}, {c,d}, {c, e}, {d, e}.

5
142. [2J = 10, mert barmely két egyenesnek legfeljebb egy kdzos pontja van.

5
143. [2] = 10, mert barmely két pont meghataroz egy egyenest.

n
144. Ha n tagid a tarsasag, [2] =136, innen n = 17.

145. Pl. az E, E, L, T betiikbsl elég sok sz6 készithetd.
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10 10 i
146. qa) [ 3 ] =120; b) [ 7 ] = 120. Persze a két érték egyenld, mert minden
kiosztott 3 lap parosithat6 a ki nem osztott 7 lappal.
8
147. [ ] =170.
4

148. Minden hdromszdg, melynek hdrom kék csticsa van, parba 4llithat6 azzal
a haromszoggel, amelynek egyik cstcsa piros, a masik két cstcsa pedig a
kimaradt két kék pont. Ugyanannyi van tehat mind a két fajta haromszogbdl.

5
(Pontosan [3] = 10 darab.)
149. Az alaphalmazbdl kell kivalasztanunk tgy 2, 3 stb. elemet, hogy sor-
6 6 6
rendjiikkre nem vagyunk tekintettel. a) [2] =15; b) [3] =20; ¢) [4] =15;

o]

10
150. a) [ 5 ] =45, mert két pont meghataroz egy egyenest.

n
b) n altalanos helyzetl pont a sikon [2] egyenest hatdroz meg.

10
c) 3|7 120. Barmely harom kivalasztott pont meghataroz egy harom-
szoget.
10
d) = 210.
4
10 .
e) 5|7 45, mert barmely két egyenesnek egy metszéspontja van.
) 10 120
D\ 5| =120
9!
151.4a) A p,p,p,p, P, 2, 2, z, z elemek Osszes permutédcidjanak szama 514] =

= 126.
b) Vélasszuk ki a 9 hosszu sorozat azon 4 helyét, ahova a z6ld golyok

keriilnek! Ezt

9
4]—féleképpen tehetjik meg, s igy egyértelmiien

megadtuk a sorozatot is.
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90

152. 5]=43949268.

153 % o0 [ =20
© @) 3y =20 D=2
16

154. 2]:120.

155. A 7:5 végeredmény csak 5 : 5-0s allds utdn johetett 1étre. Ha meghata-
rozzuk, hogy az els6 tiz jatékbdl melyik 5-0t nyerte meg az egyik fél, akkor

10
egyértelmiien megadtuk a jatszmasorozatot; ez pedig [5 ] = 252-féleképpen

torténhetett.

156.a) A 11:5 végeredmény csak 10 : 5-0s allas utan johet 1étre. Ha megha-
tarozzuk, hogy az els6¢ 15 labdamenetbdl melyik 5-6t nyerte meg a
vesztes, akkor egyértelmiien megadtuk a jatszma lefolydsat; ez pedig

15
[ 5 ] = 3003-féleképpen torténhetett.

b) A 13:11 végeredmény csak 11:11-es 4llas utdn johetett létre, ez
pedig csak 10:10 utan (11:9 allasnal vége lett volna a jatéknak).

20
A 10:10-es allas [10]-féleképpen johetett 1étre. A vesztes jatékos
a kovetkez6 négy labdamenetbdl az els6t vagy a mésodikat nyerhet-
20
te meg, igy Osszesen 2-[10] ~ 369 512-féleképpen folyhatott le a

jatszma.
157. Els6 megoldds: Ha a fiuk megoszlasa 1—-3 (ez 4-féleképpen lehetséges),

8
akkor az 1 fia mellé 5 lanyt kell kivalasztanunk (ez 5| féleképpen lehetséges).

8
Innen 4 - [5] = 224 lehet8séget kapunk. Ha a fitk megoszlasa 2-2, ez 3-félekép-
pen lehetséges, ha pl. az egyik fiat rogzitjiik, és hozza keresiink tarsat. A rogzi-

8
tett fiapar mellé 4 lanyt kell kivalasztanunk (ez [4]-féleképpen lehetséges).
8
Innen 3 - A= 210 lehetdséget kapunk.

.. 8
Osszesen 4 - +3- 4

5

] = =224 + 210 = 434 lehet6ség van.
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Masodik megoldds: Az Osszes lehetséges csapateloszlasbdl kivonjuk azokat,

. 12
amikor 6 lany van egyiitt. Osszesen [ 6 ] = 924 hat {6s csapat 4llithaté Ossze,

8
tehat ennek a fele, 462 parositas lehetséges. A hat lany egytitt [6J = 28-féle-

képpen tud csapatot alkotni. Ezeket a parositasokat kihagyjuk, igy Osszesen
462 — 28 = 434 lehetGség van.

90 45 35
158. q) 5|7 43949 268; b) 6l= 81450060; c¢) 2 |= 6724 520.

35 41 36
159. qa) - = 6724 520;b) 6 =4 496388; ¢) 5 =376 992;

36
d) 6= 1947 792.
160. Az 500 termék kozott 20 selejtes van.
480
a) A 480 hibatlan termék koziil kell kivalasztani 10-et: [ 10 J ~1,63-10%-

féle lehetdség.

20
b) A 20 selejtes termék koziil kell kivalasztani 10-et: [10] = 184 756-féle

lehet&ség.
¢) A 480 hibatlan termékbdl és a 20 selejtbdl kivalasztunk 6tot-6tot:
4801 (20
s s ~ 3,22 - 10"-féle lehetdség.

161.

32
g ] =10518300.

162. ElGszor kiosztunk 32-bdl 8 lapot, majd a maradék 24-bsl 8-at, a 16-bol
32) (24) (16) (8

8-at, végiil a negyedik jatékosnak marad az utolsé 8 lap. [ g ] : [ g ] : [ 8 ] : [8] =~

~ 9,96 -10".

163. Harom jatékos 10-10 lapot kap, ketté marad talonban, ez a kiosztés

32) (22) (12
[1OJ.[10].[10]z 2,75-10" moédon lehetséges. A talonban maradt lapokat

azonban a kezd§ jatékos tgyis felveszi, igy & valéjaban 12 lapot kap. Osszesen

32) (20) (10 o
tehat ,,csak” . : ~4,17-10" lehetséges kezdeti kiosztas van.
12] {10} {10



Kombinaciok, ismétléses kombinaciok 27

S5+k

164. A6:kvégeredmény (k=0,1, ... ,4) el6tt 5: k volt az llas. Ez

féleképpen johetett ki, hiszen az 5 + k jatékbol ennyi mdédon valaszthatjuk ki a
vesztes jatékos altal nyert k jatékot. Ez alapjan:

5
a 6: 0 végeredmény ol = 1;
6
a 6:1 végeredmény 1 = 6;
7
a 6:2 végeredmény o= 21;
8
a 6:3 végeredmény 3 = 56;
9
a 6:4 végeredmény A= 126-féleképpen johetett 1étre.

10
A7:5végeredmény csak 5 : 5-0s allas utan lehetséges, ez [ 5 =252 lehetGség.

Végiil a 7: 6 végeredmény 5 : 5-6s allas utdn kétféleképpen lehetséges, Osszesen
2252 = 504-féleképpen. Egy teniszjatszma tehat 1 + 6 + 21 + 56 +126 + 252 +
+ 504 = 966-féleképpen alakulhat.

c e,

12!

TR b) Vialasszuk ki a 12 hosszi sorozat 3 helyét, ahova a piros golyok

keriilnek! Ezt

12

3 ]-féleképpen tehetjik meg. A maradék 9 helybdl valasszuk ki
9 :

a 4 zold goly6 helyét, ezt 4 -féleképpen tehetjiikk meg, s igy egyértelmiien

12) (9
megadtuk a sorozatot is. Eredmény: [ 3 ] : [ ] =27720.

4
n
166. Ha n tagi az 6rség, e 1365, innen n = 15.

167. Azold golyok elhelyezésére 6 hely van: az 5 piros goly6 kozott 4, elottik
és utanuk 1-1. Csak egyszer valaszthatjuk mindegyik helyet, egyébként egymas

6
mellé keriilne két zold goly6. A lehetséges elhelyezések szama

168. Jeloljik a kivalasztott konyveket 1-gyel, a polcon maradtakat 0-val!
Ekkor minden megfelel§ kivalasztds megfelel egy 5 darab 1-esb6l és 7 darab
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0-bdl 4ll6 olyan sorozatnak, amelyben nincsenek 1-esek egymas mellett. A
7 darab 0 altal meghatarozott 8 helybdl kell 5-6t kivalasztani az 1-esek szdmara,

8
ezt [5] = 56-féleképpen tehetjiikk meg.

7
169. a) A4 piros és 3 fehér golyot [SJ-féleképpen rakhatjuk sorba. Mindegyik

elrendezés 8 lehetséges helyet hataroz meg a zold golydk szamara (a
lerakott golyok kozott, illetve eldttiik és utanuk), ebbdl kell 2 kiilon-

. 7] (8
boz6t kivalasztanunk. Osszesen [3] - [2]= 980 lehetdség van.

Jp-=

¢) El6szor tegyiik le a piros és zold golyokat! Ha a két zold goly6 egymas

b)

5
mellett van, akkor a piros és zold golyokbdl 1 -féle sorrend készit-

hetd, s mindegyik esetben a lerakott golyok kozotti 7 helybdl 4-re

5) (4
tehetiink pirosat: [1] : [3] =20 eset. Ha a két zold goly6 nincs egymas

5
mellett, akkor a piros és z6ld golyokbol [2]-féle sorrend készithetd, s
mindegyik esetben a lerakott golyok kozotti 7 helybdl 3-ra tehetiink
5
irosat: :

Osszesen 20 + 10 = 30 megfelels lanc készithetd.
170. A karkots szerepe ebben az esetben az, hogy az eddigi linearis modell, a
sor helyett a golyokat egy kor mentén helyezziik el. A forgdsszimmetria miatt 9
azonos sorrend van, amelyek ugyanazt a kort hatdrozzak meg.
Els6 megoldds:
a) Ha a két zold golyot egyetlen objektumnak tekintjiik, Osszesen

3]
= 10 eset.
3

4
miatt egy kort 8 sor hatdroz meg, a 2 zold golyd egymis mellett

8
eredmény 140 — 35 = 105.
b) A 4 piros és 2 zold golyobdl 3 kort készithetiink (a zold golyok lehet-
nek szomszédosak, vagy lehet kozottiik 1 vagy 2 piros golyo). Az al-

8) (4
[ ][3] sorrend készithet§ a golyokbol. Mivel a forgdsszimmetria

= 35 esetben lehet. Az 6sszes kOr szama
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taluk kozrefogott 6 helybdl a fehér golyok szamara 3-at valasztunk ki.

Ha a z06ld golyok szomszédosak vagy egy piros golyé van kozottiik,

6
akkor ezt [3] = 20-féleképpen tehetjik meg. Ha azonban a zold

golyok kozott két piros van, a masodrendii forgasszimmetria miatt
csak 10 eset lesz. Osszesen 2 - 20 + 10 = 50 kor készithetd.
Masodik megoldds:
Elkészitjiik az 6sszes lehetséges sorozatot, majd a forgdsszimmetria miatt osz-
tunk 9-cel. Arra kell vigyazni, hogy ha pl. zold golydk nem lehetnek egymas
mellett, akkor a sorozat két sz€lén nem lehet egyszerre zold golyo, hiszen a kor
zardsakor egymas mellé keriilnének.

7
a) 4 piros és 3 fehér golyobol [3] sorrend készithetd. Az altaluk megha-

8
tdrozott 8 helybdl a zold golyok szaméra 2-t vdlasztunk ki, ezt [2]-

féleképpen tehetjitk meg. De a zold golydk szdmadra a két szElsd
helyet nem valaszthatjuk egyszerre, ezt az egy lehetGséget le kell von-
nunk, s az igy kapott 0sszes sorrendet 9-cel osztanunk. Az eredmény

= 105.
9 05

6
b) Az el6z6 feladat megoldasa alapjdn a piros és zold golyoknak [2] sor-
. 7
rendjiik van, az altaluk kozrefogott 7 helyre a fehéreket 3 -félekép-

7
pen helyezhetjiik el. Ebbél a [3] elhelyezésbdl le kell vonnunk azokat,

amikor a sor két szélén egy-egy fehér golyé van. Ilyen elhelyezés
5 darab van (barmely bels6 helyen lehet a harmadik fehér golyo).

6) ((7
NINEE
2/ (3
9
10
171. A6,7,8, ..., 15 cédulak koziil kell kihtizni 6tot, ezt [ S ] = 252-félekép-

A megfelel6 korok szdma tehat =50.

pen tehetjiikk meg.

15
172. [5] =3003. Ennyi szamotost hizhatunk ki s mindegyiknek csak

egyetlen sorrendje megfeleld.
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173. a) Az 1,2, ..., 9 szamjegyek koziil valasszunk ki 7-et! Minden kivélasztas
9
egyuttal egyetlen ndvekve sorrendet is ad; ez [7] = 27 lehetGség.

b) A9, 8, ..., 0 szamjegyek koziil valasszunk ki 7-et! Minden kivélasztas

egyuttal egyetlen csokkend sorrendet is meghatdroz; ez [7] =120

lehet&ség.
15 15} (15
174. Harom paros szamot 3l egy paros és két paratlan szamot ol
15) (15) (15
féleképpen vélaszthatunk ki. Eredmény: + sl 2030.

175. A 16-os (hexadecimélis) szamrendszerben a 10, 11, 12, 13, 14, 15-nek

megfeleld szamjegyeket rendre A, B, C, D, E, F-fel jeloljik.
a)Haaz1,2,...,9,A4,B, C, D, E, F szamjegyek koziil kivalasztunk 5-6t,
minden kivalasztas egyuttal egy novekvd szdmotost is meghatiroz:

15
[ 5 ] = 3003 lehetdség.

b)Haa0,1,2,...,9,4,B, C,D, E, F szamjegyek koziil kivalasztunk 5-
0t, minden kivédlasztas egyuttal egy csokkend szdmotdst is meghatd-

16
roz: [ 5 ] = 4368 lehetdség.
20 180
k| 10—k

ben lesz, ahol k =0, 1, 2, ..., 10 lehet. (Kivalasztunk k darabot a 20 selejtesbdl
és 10 — k darabot a 180 hibatlanbdl.)
a) A fenti képletbe k helyére rendre 0, 1, 2, 3, 4-et helyettesitiink, s az igy
kapott értékeket dsszeadjuk.
b) Egyik lehet8ség, hogy az altaldnos képletbe k = 4 értékeit behe-
lyettesitjiik, s az igy kapott eredményeket 6sszeadjuk.
Masik lehet8ség, ha a komplementer leszamolas mddszerét alkalmaz-

176. A kihuzott csavarok kozott pontosan k darab selejtes [ ] eset-

zuk. Az 6sszes hizas [ 10 ]-féle lehet, ebbdl kivonjuk az a) eredmé-

nyét, s hozzaszamoljuk a k = 4 esetet.
177. Akomplementer leszimolds modszerét alkalmazzuk. Osszesen — kiilon-
bo6z8 szamjegyekbdl allé — oOtjegyl szdm 9-9-8-7- 6 = darab van; ezek koziil

9
[5] olyan, melynek szamjegyei ndvekvs sorrendben allnak.

9
Eredmény: 9-9-8-7-6 — [5] =27216 — 126 = 27 090.
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10
Hasonléan 9-9-8-7-6 — [ 5 ] =27216 — 252 =26964 azon Otjegyli szamok
szama, amelyekben a szamjegyek nem csokkend sorrendben allnak.

20
178. a) [10] = 184756; b) 12 fej és 8 iras Osszes lehetséges permutécidja:

20
[ g ] =125970.

Ismétléses kombinaciok

Hagyoményosan C*-val jeloljiik n kiilonbozs elem k-ad osztalyt kombin4cioi-
nak szdmat. Ekkor n kiilénboz6 elembdl k darabot (kiillonbozt) valasztunk ki
ugy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel; ennek

n :
kiszdmitdsa a C~= [k] képlettel torténhet. Hasonléan C*' jeldli n kiilonbozs

elem k-ad osztalyu ismétléses kombinacidinak szamat. Ekkor n elembdl k
darabot vélasztunk ki tigy, hogy egyes elemek tobbszor is szerepelhetnek, €s a
kivdlasztott elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel. A kiszamitas a C*' =

n+k—1
= i ] képlettel torténhet. Ebben és a kdvetkezd részben n kiillonbozo

elem k-ad osztalya ismétléses kombinacidinak szamat

n
X -val jeloljik; tehat

n

k

k

n+k—1]

179. a) Els6 megoldds: A lehetséges tipusok: a, a, a; a, a, b; a, b, c. Ezekbol
6
rendre 6, 6 - 5, [3] darab van, 6sszesen 56.

Masodik megoldds: Az 1, 2, ... , 6 szamokbdl valasztunk ki 3-at agy,
hogy a kivélasztott szimok sorrendjére nem vagyunk tekintettel, és

6 8
= = 56.
3 3
b) Els6 megoldds: A lehetséges tipusok: a, a, a, a; a, a, a, b; a, a, b, b;

6 5) (6
a,a,b,c;a,b,c,d. Ezekbsl rendre 6, 6 - 5, [ZJ’ 6- [2], [4

egy-egy szamot tobbszor is valaszthatunk.

] van, 0ssze-
sen 6 + 30 + 15 + 60 + 15 = 126 darab.

6] (9
=| | =126

Masodik megoldds: l
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¢) Elsé megoldds: Az 1,2, ..., 6 szamokbdl valasztunk ki 10-et agy, hogy

180. I

a kivalasztott szamok sorrendjére nem vagyunk tekintettel, és egy-egy

6] (15
=| | =3003.
0 [10]

Masodik megoldds: Kodolast alkalmazunk. A tiz kockaval valé minden
dobashoz rendeljiink hozza egy 0-akbol és 1-esekbdl all6 jelsorozatot
a kovetkezOképpen: ahdny 1-est, 2-est, ... , 6-ost dobtunk, annyi 1-est
irjunk, majd ezeket a csoportokat 0-kkal valasszuk el egymastol. Pl.:
ha a dobott szamok 1, 3, 1, 2, 4, 4, 2, 4, 4, 4, a k6d 110110101111100;
vagy ha a dobott szdmok 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 6, 6, 6, a kod
101101010110111. igy 10 darab 1-esbél és 5 darab 0-bél 4ll6 jel-
sorozatot  kapunk. Mivel minden jelsorozat kolcsondsen
egyértelmiien azonosit egy dobassorozatot, a kdédok szamat kell

szamot tObbszOr is valaszthatunk.

15
meghatiroznunk. Ez pedig [ 5 ] = 3003.

Megjegyzés:
. n n+k—-1
A levezetés altalaban is alkalmazhatd, s ez alapjan = i .
41 (9
=| | =42.
6 |6

181. a) Els6é megoldds: A7, 8, ... , 15 szamok koziil valasztunk ki 6tot ugy,

hogy a kivélasztott szamok sorrendjére nem vagyunk tekintettel, €s

9] (13
=|_|=1287.

Masodik megoldds: Kédolast alkalmazunk. Helyezziik a kihtuzott sza-
mokat monoton ndvekvd sorrendbe, s a masodik szdmhoz adjunk
hozza 1-et, a harmadikhoz 2-t, a negyedikhez 3-at, az 6tddikhez 4-et!
Ha pl. a kihazott 6t szam 7, 7, 8, 13, 15 volt, az igy kapott szdmok 7,
8, 10, 16, 19. Ezzel a mddszerrel elérjiik, hogy az 6t szdm kozott nem
lesznek egyformak. Minden hudzashoz kolcsOndsen egyértelmiien
feleltethetjik meg a jelsorozatot, igy csak ezeket kell megszdmol-

egy-egy szamot tobbszor is valaszthatunk:

13
nunk. A 7,8, ..., 19 szamok koziil kell kivalasztanunk 6tot, s ezt [ 5 ]-

féleképpen tehetjiik meg.

b) Els6 megoldds: Az 1, 2, ... , 15 szamok koziil valasztunk ki 6tot gy,

hogy a kivélasztott szamok sorrendjére nem vagyunk tekintettel, és

151 (19
egy-egy szamot tobbszor is valaszthatunk: 5 ] = [ 5 J =11628.
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Masodik megoldds: A kihizott szamokat monoton névekvd sorrendbe
rendezhetjiik, s alkalmazhatjuk az a) megoldasbeli kodolast. Ekkor az

19
1,2, ..., 19 szamok kozil kell kivalasztanunk 6tot, s ezt 5 ]-félekép-

pen tehetjiikk meg.
182. Kombindcio alkalmazdsa:

9
a) A 9 helybdl vélasszunk ki 3-at a zold golydk szdmadra, ez 3] = 84-féle

lehetdség.

(Ismétléses permutdcié alkalmazdsa: Ha a golyok kiilonboz6ek lenné-
nek, osszesen 9!-féle sorrendjiik lenne. De a 6 piros goly6 egyforma,
igy osztanunk kell 6!-sal, és a 3 zold golyé miatt 3!-sal.

91
Eredmény: Y ]

b) A 6 piros golyo altal kdzrefogott 7 helyre tehetjiik a zold golydkat, ezt
7
4= 35-féleképpen tehetjiik meg.

Ismétléses kombindcio alkalmazdsa:

a) A zold golyok szamdara a 6 piros goly6 altal kozrefogott 7 helybdl va-
lasztunk ki harmat agy, hogy a kivalasztott helyek sorrendjére nem
vagyunk tekintettel, és egy-egy helyet tobbszOr is vdalaszthatunk:

7 9

31 3]

b) Tegyiik le a 3 z6ld golyét, s kozéjiik 1-1 pirosat! Igy mar nem lehetnek
a z0ld golydk szomszédosak, s az dltaluk kozrefogott 4 helyre kell a

maradék 4 piros golyot elhelyezni:

41 (7
=| |lehetdség.
41 (4

183. a) Minden tag 6todfokd, tehat x, y és z kitevOinek dsszege 5. Vagyis ebbol
a haromfajta elembdl kell 5-6t kivalasztanunk a sorrendre val6 tekin-

3
tet nélkiil, s ezt [5

7
= [SJ = 21-féleképpen tehetjiikk meg.

3 6
b) Az x mellé még 4-szer valasztunk az x, y, z elemekbdl: 4 = =15.

z[ngé

(Ugy is okoskodhatunk, hogy csak y-t és z-t tartalmazé tag

—
[ B \S)

darab van, tehat 21 — 6 = 15 tartalmaz x-et is.)
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c) Az (y + 3z)° kifejezés kifejtett alakjaban nem fog x szerepelni. Ebben
az egyitthatok Osszegét az y=1, z=1 helyettesitéssel kapjuk:
4 =1024.

d) (2x+y + 3z)’ kifejtett alakjédban az egyiitthatok dsszegétaz x =y =z =1
helyettesitéssel kaphatjuk meg, ez 6> = 7776. A ¢) megoldas alapjan
az x-et tartalmazo tagok egytitthatdinak dsszege 7776 — 1024 = 6752.

i

4
185. Els6 megoldds: Két kiilonbozé személy [2] = 6-féleképpen veheti fel a

184.

telefont. Ha egy személy veszi fel kétszer, az tovabbi 4 eset. Osszesen 6 + 4 = 10.

4 (5
=|-|=10.

186. Haromféle szavazati lehet6ség koziil (1., 2., 3. jelolt) valasztunk ki 20-at
ugy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel, és egyet-

3] (22
=|"|=231.
0 [20]

Madsodik megoldas:

egyet tObbszor is vélaszthatunk:

9] (13
187. | _|=|_|=1287.
507 (5
10] (14
188. | _|=|_|=2002.
5115
51 (7
189. | |=|.|=35.
3 [3]
32| (39
190. | |=|" | =6152374s.
8| |8
3] (7
191. | |=|_|=2L
5 [5]

192. Minden mérkdzésnek hidromféle kimenetele lehetséges. Ebbdl a ha-

rom kimenetelbdl valasztunk ki 10-et a sorrendre vald tekintet nélkil:
3 12

10| (10

16 16] (20
193. a) [5]=4368; b) |5]=[5]=15504.

5
194. a) A két tires dobozt [2]-féleképpen valaszthatjuk ki. Ezutan a maradék

harom doboz mindegyikébe elhelyeziink 1-1 goly6t, s a maradék 11
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. 5) (3
golyot osztjuk szét a harom doboz kozott. Osszesen [2]{11] = I
5) (13
=|_| = 780 szétosztas van.
2f (11

5 5
b) Pontosan 0 doboz ol pontosan 1 doboz [1] 1o esetben marad tres.
5 5

4 5 13} (5] (13) (5) (13

9 1] (10 2 9 1] 110 |2]) (11
=715 + 1430 + 780 = 2925.

¢) Minden goly6t 1, 2 vagy 3 dobozba pakolunk. Az els§ esetben 1, a

o e
. , a harmadikban .

2] |12 3 (11
mény ezek Osszege, azaz 1 + 130 + 780 = 911.

195. a) Els6 megoldds: Ha a = 1, akkor (b, ¢) 7-téle lehet; ha a = 2, akkor 6-
féle; ..., haa = 7, akkor 1-féle. Osszesen 7 + 6 + ... + 1 = 28 lehetSség.
Masodik megoldds: A lehetséges tipusok: 1 +1+7;1+2+6; 1 +3 +
5;1+4+4;2+2+52+3+4;3+ 3+ 3. Ezekbdl rendre 3, 6, 6, 3,
3, 6, 1 darab van, 0sszesen 28.

Harmadik megoldds: Aza = b = ¢ = 1 kezd8helyzetbdl kiindulva a 6-ot

3 (8
6| (6
b) Elsé megoldds: Ha a = 0, akkor (b, ¢) 10-féle lehet; ha a = 1, akkor 9-
féle; ..., haa =9, akkor 1-féle. Osszesen 10 + 9 + ... + 1 = 55 lehets-
ség.
Masodik megoldas: Az a) eset megoldasdhoz képest tovabbi tipus a
0+0+9,0+1+8,0+2+7,0+3+6; 0+4+5; a darabszamok
rendre 3, 6, 6, 6, 6; 0sszesen 27; az a) megoldasaival egyiitt 55.
Harmadik megoldas:
5
196.

31 (11
= =55
9 9
34
= =46 376.
30f (30

197. (6+a’)+ (7+D) + (8+¢") + (11 + &) = 48 egyenletbdl atalakitasokkal
aza’ +b +c +d =16 egyenlet megolddsszamat keressiik a természetes sza-

4] (19
|16

3
11

Eredmény: +

masodikban [ lehet8ség van, az ered-

kell szétosztani a harom valtozo kozott: =28.

mok halmazén, ez pedig = 969.

16

198. Elsé megoldds: A p, e, k objektumokbdl kivalaszthaté tipusok: a, a, a;
a,a,b;a,b,c. Ezekbol rendre 3, 3 -2 és 1 darab van, 6sszesen 10.
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Masodik megoldds: A p, e, k objektumokbdl valasztunk ki hdrmat ugy, hogy egy-
egy objektumot tObbszor is valaszthatunk, €s a kivalasztott elemek sorrendjére

3] (5
={|=10.

Osszetett feladatok

nem vagyunk tekintettel: [

199. Minden sor 1-essel kezd6dik és végzddik; a kozbiilsd elemek pedig a
felettiik 1évo két elem Osszegével egyenldk.

200.4a)1; b)n; c)n; d) 1.

201. Igaz. Az els6 néhany sorban a szdmok szimmetrikusan helyezkednek el,
a tovabbi sorokban pedig a képzési szabaly miatt 6roklddik a szimmetria.

n
202. Definici6 szerint K -féleképpen valaszthatunk ki n kiilénbozd elembdl k

darabot ugy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel.
Végezziik el a kivalasztast egy konkrét elem (pl. az n.) helyzete alapjan is! Ha
az n. elem nincs a kivalasztott k darab kozott, akkor az els6 n — 1 elembdl kell

n
k darabot kivalasztanunk, s ezt [ ]-féleképpen tehetjik. Ha az n. elem a

kivalasztott k darab kozott van, akkor az els6 n — 1 elembdl mar csak k — 1

darabot kell kivalasztanunk, ez [ 1] lehet8ség. Mivel az n. elem vagy a

n
kivalasztott k darab kozott van, vagy nem, ebbdl kovetkezik, hogy [ k] =

k—1 k
teljesiil az Osszefliggés.)

n—1 -
= [ ] + [ ] (A tablazat sorainak elején és végén 1év6 szamaira szintén

6
203. A 6. sor 3. eleme 5| e 6 elem{ halmaznak ennyi 3 elem részhalmaza

van. (20 darab.)
204. A tablazat szimmetridja.
205.a)a +b;
b) (a + b)* = a* + 2ab + b*;
c) (a +b)’ =a’ + 3a’b + 3ab* + b,
d) (a + b)" =a* + 4a’b + 6a’b* + 4ab® + b*,
e) (a +b)’ =a’ +5a’b + 10a’b* + 10a°b> + 5ab* + b°.
Az egyiitthatok megegyeznek a Pascal-hdromszog megfelel6 soraiban 1év6
szdmokkal.
206. Az (a + b)" kifejezés egy n-tényezGs szorzat, kifejtett alakjaban minden
tag n-ed foku lesz. A beszorzas elvégzésekor minden tényez6bdl vagy az a-t,
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vagy a b-t valaszthatjuk, tehat minden tagban az a és b valtozok kitevdje attol
fiigg, hogy az egyes tényez6kbsl hanyszor valasztottuk az a, illetve a b valtozot.
Az a" *b* tag egyiitthat6jat tgy kaphatjuk meg, ha ebbdl az n tényezébol

n
n —k esetben az a, k esetben a b tényez6t valasztjuk ki, s ezt [ k]-féleképpen

p N
CIrsze 0 = 1.

207. Az el6z6 feladat megoldasabol mar kovetkezik a tétel.
208. (a—b)" = (a+ (b)), gy az (a +Db)" kifejtett alakjaban negativok
lesznek azok a tagok, amelyekben b kitevGje paratlan.

. n n
Igy(a—b)”za”—[1

tehetjiik meg.

a' b+ a' " b — .+

2

a" b 4 L+ (1) ab" '+ (= 1) b".

+ =k |” "
k n—1

209. a) (x +2)° =x° + 10x* + 40 + 80x* + 80x + 32.
b)(3-y)°=3"—6-3%+15-3%*—20 -3%° + 15 -3%* — 6-3y° +)".
c)(@a+1) =a"+7a° + 21a° + 35a* + 35a° + 21a* + 7a + 1.

210. Els6 megoldds: A Pascal-haromszdg képzési szabdlya alapjan egy-egy sor

minden tagja a felette 1év0 két elem Osszegével egyenld. Igy az n. sor tagjainak

Osszeadasakor észrevehetjiik, hogy az 0sszeg megegyezik az (n — 1). sor tagjai

Osszegének kétszeresével; a kettGhatvany-tulajdonsdg 6roklédik.

n n n

Masodik megoldds: Az 0 + ) + ) + ...+ Osszeg szemléletes jelentése:
n

egy n eleml halmaz 0, 1, 2, ... , n elemi részhalmazai szdmanak 6sszege. Min-

den részhalmazt 0sszeszdmoltunk, egy n elemii halmaznak pedig 2" részhal-

maza van 0sszesen.
n

1

n
+
1

n n
Harmadik megoldas: 0 + +...+| |=(1+1)" a binomindlis tétel
n

szerint.
211. Az 6sszeg 0.

Elsé megoldas: Alkalmazhatjuk az el6z6 feladat elsé megoldasanak gondo-
latmenetét: a valtakozo elGjell 0sszegben az (n — 1). sor minden tagja mellett
az ellentettje is szerepel.

n

1

n) (n
Madsodik megolds: [0] - |+

1

n
- (= 1)"[ ] = (1 —1)" a binomiélis tétel
n

szerint.
212. a) A Pascal-hdromszog képzési szabalya alapjan az (n — 1). sorban allo
elemek 6sszegét kapjuk. Eredmény: 2"~ .
b) 2"~ ! az osszeg értéke, ismét az (n — 1). sorban 4ll6 elemek 6sszegét
kapjuk.
Megjegyzés: Az el6z6 feladat eredményébdl is kovetkezik, hogy az dsszeg 2"~ .
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213. Az el6z6 feladat megoldasaihoz hasonléan mindkét esetben 2"~ ' az
Osszeg értéke.

214. A tablazatban vastagon irt 1 +3 + 6 + + 10 + 15 szdmok 0sszegét kell
altalanos mddszerrel meghatirozni.

2) (3 3 6
= e D N
1 2 3/ a 3 2 2 2
1 1 N . P .
1 1 Osszeg pedig tagonként Osszevonhato:
1 3 3 1 3) (3] (4) (4) (4) (5
+||= +|.|=
1 4 6 4 1 31 (2) \3)13) (2] (3)
1 5 10 10 5 1 5 5J [6 [6] [6] [7] (
1 6 15 2 15 6 1 S S il P O e D el D S SR 2N
1 7 21 35 35 21 7 3 2 33 2 . 3
szamokat kék hattérrel jeloltiik a tab-
4
lazatban.) A gondolatmenettel altalaban is igazolhatd, hogy ) + ) + ) +
n| (n+1 . ) ) e e
+..+ ST 5 | Ve hasonldan igazolhat6 a kovetkezd altaldnositas is:
n_i_n+1+n+2+ +n+k_n+k+1
0 1 2 k k

215. Az n elemil halmaz egy részhalmazaba minden egyes elemet vagy
belevesziink, vagy nem. Mindegyik elemmel tehdt — a tobbitdl fiiggetleniil —
kétféle eljarast végezhetiink, igy az Osszes lehetséges részhalmaz szdma 2".

a) 2% b)2%; ¢)2% d) 2.

A valédi részhalmazok szama 1-gyel kevesebb.

10
216. Ak elemi részhalmazok szaima X (k=0,1,2,...,10), igy a legalabb
10} (10

+10+10—176
7 8 9 10

217. Az 212. és 213. feladatok megoldasa alapjan a paros és a paratlan elem-
szamu részhalmazok szdma 2"~ ', han € Z*. Az iires halmaznak egyetlen, paros
elemszamu részhalmaza van.
218. a) 2°=32. A maradék 5 szambdl minden lehetséges médon részhalma-
zokat képeziink, s ezekhez hozzéavessziik az 1-et és a 2-t.
b) Az 1-et tartalmazé részhalmazok szdma 2% ugyanennyi a 2-t tartal-
mazo6 részhalmazok szama is. Azon részhalmazokat, amelyekben az 1
és a 2 is benne van, kétszer szamoltuk, tehat az 6sszegbdl egyszer le
kell vonni. Eredmény: 2° + 2° — 2° = 96,
Mdsik megolddsi lehetdség a komplementermddszer alkalmazasa. Az
Osszes részhalmazbol levonjuk azok szamat, amelyek sem az 1-et, sem
a 2-t nem tartalmazzak: 27 — 2° = 96.

7 elemii részhalmazok szama +
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c) A3 {2, 4, 6} halmaz részhalmazai koziil kihagyjuk az iires halmazt:
22-1="1.
d) 2" — 2* = 112 (kihagytuk a csak paratlan szimokbol 4ll6 részhalma-
zokat).
e) Az {1, 4, 6} halmaznak 2’ részhalmaza van.
(7} (7) (7) (7
p 3 (4] |5) 6] |7
219. a) Arészhalmazokban az 5 vagy 15 (esetleg mindketts) mellett paratlan
szamok szerepelhetnek. Az 5 és 15 nélkiil csupa paratlan szambol 2°
darab részhalmaz képezhetS. Kihagyjuk az iires halmazt, s mind-
egyikhez hozzavessziik az 5-6t vagy a 15-6t vagy mindkettst. Ossze-
sen 3 - (2° — 1) = 765 megfelels részhalmaz van.
b) Az 5-tel oszthaté szdmok nélkiil 2'° részhalmaz képezhets. Mind-
egyikhez hozzavehetjiik az {5, 10, 15, 20} egy valddi részhalmazat, ez
2% (2* — 1) eset. Ki kell még hagynunk az 1-elemfi részhalmazokat,
ilyen van 4. Eredmény: 2'°- (2* — 1) — 4 = 983 036.
Mds megolddsi lehet6ség: 2*° — 2'° olyan részhalmaz van, melyben
szerepel 5-tel oszthatd szam, ezek koziil kell kihagynunk az 1 ele-
mieket.
220. 2"~ ! szama megfeleld részhalmazt megadhatunk, pl. Ggy, hogy egy
rogzitett elemet mindegyik részhalmazba beletesziink. Tobb részhalmaz nem
adhaté meg. Ugyanis mindegyik részhalmaz parba allithaté a komplementeré-
vel (ez 2" ! pér), s a kivalasztdsban mindegyik parbdl legfeljebb az egyik tag
szerepelhet.
221. a) 6-5 =30. 6 tanulo koziil kivalasztjuk azt, amelyik harom térgyat kap,
a maradék 5 koziil pedig azt, aki kettSt; igy egyértelmtien megadtuk
a kiosztast.

+ A+ [+ [+ L[ =99

9
b) A3 targyat a tanul6 [ 3]-féleképpen kaphatja meg; amelyik kett6t kap,
az pedig ) -féleképpen. A tobbi 4 tanulénak a targyakat 4! médon

9 6
lehet kiosztani. Eredmény: 6 - [ 3] -5 [ 2] 41 =907 200.

222 200 (17) {13 = 4655851200
3] (4] |6] :
10
223. q) [3] = 120.

b) Ha mindhdrom téargyat ugyanaz a tanul6 kapja: 10 lehet8ség;
ha egy tanul6 2 targyat kap, egy pedig 1-et: 10 - 9 lehetGség;
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224.

225.

226.
227.

Kombinatorika

10
ha harom tanul6 1-1 targyat kap: [ 3 J lehetGség;

0
o0sszesen 10 + 10-9 + = 220.

Mds megolddsi lehetdség: 10-féle elembdl (ezek a tanuldk) valasztunk
ki 3-at ugy, hogy a kivdlasztott elemek sorrendjére nem vagyunk te-
kintettel, és egy-egy elemet tobbszor is valaszthatunk. Igy 10 elem
harmadosztalyd ismétléses kombinacidit kapjuk, melyek szama

i

=517 5

10
c)10-9+[ ]=210.

3
3 42) (42
y 4O]=[40]:[2J=861.
3 391 (39 . . . . . .
b) 37] = [37] = [ ) ] = 741. Mivel 1-1 targyat mindegyik tanul6 kap, 1é-

nyegében 37 ajandékot osztunk szét kozottiik.

5
a) [ 3]-féleképpen vélaszthatjuk ki azt a 3 dobozt, amelyekbe a golydk

keriilnek. Mindegyikbe kell 1-1 goly6t tenni, s a maradék 11-et is
5Y 3] (5)(13

kozottiik osztjuk el. Eredmény: [ 31111715 = 780.
51131, (51121, (5] 1] B
b) [3] a + 2]-[12]+[1H13]—780+130+5—915.
5) (3 5) 14 5) (5
c){3]~ 1 + nam + 5 ~[9]—780+1430+715—2925.
10 ol (12
a) 10-9-8=720; b) 10°=1000; c) 3]=120; d) 3 =[3]=220.

a) Egyméstol fiiggetleniil a 6 piros golydt 7-féleképpen oszthatjuk szét
(az egyik gyerek 0, 1, 2, ... , 6 golydt kaphat), a 7 fehér golyot 8-
féleképpen, a 8 zold golyot 9-féleképpen. Eredmény: 7-8-9 = 504.

3 3 3
b) A 6 piros golyot [ 6}’ a 7 fehér golyot |7], a 8 zold golyot l 8l-félekép-

31131 (8] (9] (10 45360
70 18] |6] |7) |8
lehetGség van.

¢) Az a) esetben 1-1 piros, fehér és zold goly6 kiosztasa utan 4 piros, 5
fehér és 6 zold golyot kell kiosztanunk, ezt 5-6 -7 = 210-féleképpen
tehetjik meg.

3

pen oszthatjuk ki, ezért 6sszesen 6
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A b) esetben 3 piros, 4 fehér és 5 zold golyé marad, ezek Osszes kiosz-

tasi lehetGsége I

2]

28
228. q) [ J=20475; b) [4

d) 28 = 614 656.
229. a) 5 =390625; b)

-

AR

31
=[4]=31465; c) 28-27-26-25 =491 400;

2 495
8 - .

¢) Alehetdségeket pl. a legtobb golydt tartalmazd doboz alapjan szamolhatjuk

ossze:

8,0,0,0,0;

7,1,0,0,0;

6,2,0,0,0; 6,1,1,0,0;
53,000, 52,1,0,0; 5,1,
4,4,0,0,0; 4,3,1,0,0;, 4,2,
3,3,2,0,0; 3,3,1,1,0; 3,2

b

Osszesen 16 lehet&ség van.

b

, 05
,0;, 4,
0; 3

b

>

2

N DN =
—_ O =

2 b

d) A ¢) megoldas egyes tipusai — a golyok kiilonbozdsége miatt — most tobb-
féle elhelyezést adnak. Az egyes tipusok darabszamai:

8,0,0,0,0: 1 darab;

— = 35 darab (amikor kivalasztunk 4 golydt, a komplementer

8
7,1,0,0,0: 1 = 8 darab;
8
6,2,0,0,0: ) = 28 darab;
8
6,1,1,0,0: ’ = 28 darab;
8
5,3,0,0,0: 3 = 56 darab;
8) (3
5,2,1,0,0: . = 168 darab;
51 (1
8
5,1,1,1,0: 5 = 56 darab;
4,4,0,0,0: 8
s Ty Uy Uy U 4
golyokat is kivalasztottuk);
8) (4
4,3,1,0,0: . = 280 darab;
41 11
42200'8 4 1—210d b;
9 Ly Ly Uy U 4 2 2 - ara >
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8| (4
4,2,1,1,0: 4l |2 = 42() darab;
8
4,1,1,1, 1: 4 =70 darab;

8) (6] 1
3,3,2,0,0: '3 -E=280darab;
8) (6] 1
3,3,1,1,0: ANE -E=280darab;
8) (5] (4) 1
3,2,2,1,0: a1 -[2]-5=840darab;

8| (5
3,2,1,1,1: 3| = 560 darab.

Ezek 6sszege adja a lehetséges elhelyezések szdmat. Eredmény: 3320.
230. a) Az a, +a, +a, +a,+a; =6 egyenlet megoldasszamat keressiik, ha

a valtozok a 0, 1, 2 értékeket vehetik fel. Az egyes tipusok a

kovetkezdk:
5
2+2+24+0+0, = 10 lehetOség;

5) (3
2+2+1+1+40, >l 4 = 30 lehetGség;
5

2+1+1+1+1, 1 =5 lehet8ség.

A megoldasszam 10 + 30 + 5 = 45.

2z

b) A 7-es Osszeg elballitasai:

2+2+2+1+0,

242+1+41+1,

5
3 -2 =20 lehet&ség;

5
2] = 10 lehetGség.
A 8-as 0sszeg elballitasai:

242424240,

5
1] =5 lehetOség;

5
24+2+2+1+1, ) = 10 lehet6ség.

A 9-es 0sszeg 5, a 10-es pedig 1-féleképpen dllhat eld.
Osszes lehetség: 45 +30 + 15+ 5 + 1 = 96.

231. Az a, +a,+a;+a,+as=06 egyenlet megoldasszamat keressiik, ha a
valtozok a 0, 1, 2, ..., 6 értékeket vehetik fel. Az egyes tipusok a kovetkezOk:
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6+ 0+ 0+ 0+ 0, ilyenbdl van 6 lehetdség;
5+1+0+0+0, ilyenbSl van 5 -4 = 20 lehetbség;
4+2+0+0+0, 5-4=20Ilchetbség;

4
44+1+1+0+0, 5- 2]=3016he‘[65ég;

3+43+0+0+0, =10 lehetGség;

2
3+2+1+0+0, 5-4-3 =060 lehetség;

4
3+1+1+1+4+0, 5- 1J=201¢:het(’iség;
24+2+2+0+0, =10 lehet6ség;

3
24+24+1+1+0, [1] =30 lehetGség;

[V U \S RV, I \S IRV |

2+1+1+1+1, =5 lehetGség.

A megoldasszam 6 + 20 + 20 + 30 + 10 + 60 + 20 + 10 + 30 + 5 = 211.
232. Azx+y+z=10 (x,y, z €EN) egyenlet megoldasat tekinthetjiik gy is,
mintha a harom valtozoét kellene 10-szer kivalasztanunk, mikdzben a kivalasz-

3 12
tas sorrendjére nem vagyunk tekintettel. Eredmény: 0]~ [1 OJ = 60.

233. Az egyenletet 5-tel osztva a 20-at kell elGallitanunk kiilonboz6 ter-
mészetes szamok Osszegeként.

a)PLO+ 1+ 2+ 3+ 4+ 10 = 20 megfelel6 elGallitas.

b) Mar a legkisebb 7 természetes szdm Osszege is

0+1+2+3+4+5+6=21,ezért a felirds nem lehetséges.
234. 2" — 1. A feladat tulajdonképpen az n elembdl képezhets Osszes lehet-
séges részhalmaz (kivéve az iires halmaz) szamat kérdezi.
235. Minden felbontast modellezhetiink a kovetkezGképpen. Tekintsiink pl.
n darab 1-est, s a kozottiik 1év6 n — 1 hely koziil tetszSleges szdmura irjunk 0-
t! Minden ilyen 0 — 1 sorozat megfeleltethetd az n szam egy felbontdsanak ugy,
hogy az els6 0 el6tti egyesek szaima adja meg az elsd Osszeadandodt, az els6 és
masodik 0 kozotti a masodikat és igy tovabb. Az n felbontdsai és a lehetséges
0 — 1 sorozatok kozott kolesondsen egyértelmi a megfeleltetés. Mivel azn — 1
hely mindegyikére egymastdl fiiggetleniil vagy 0-t irunk, vagy nem, a lehetséges
sorozatok — és felbontasok — szama 2"~ .
236. Elsé megoldds: A nyolc embernek 8! permutacidja van. Mivel kérben
iilnek, ugyanazt a kort 8 sorozat is eldallitja, ezért a kiilonbozd korok szama
!

— =17
8
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Masodik megoldds: Valasszuk ki A-t, igy a kort megszakitottuk. A tobbi embert
— A-hoz képest — 7!-féle sorrendben {iltethetjiik le.

7!
237. a) Az A, B part egy objektumnak tekintve - = 6! sorrend lehetséges.

Mivel A, B és B, A kiilonboznek, az eredmény 2 - 6! = 480.

b)5!-31=720. ¢) 5!-2-2 = 480.

238. a) A hazasparokat egyetlen objektumnak tekintve 5! iltetés lehetséges.
Mivel az egyes parokon beliil a hazastarsak helyet is cserélhetnek,
ezért Osszesen 5! - 2° a lehetséges iiltetések szama.

b) A férfiak egymashoz képest 5!-féle sorrendben iilhetnek le, s kozéjiik
6! sorrendben iiltethetjiik le a nSket. Osszesen 5! - 6! lehetdség.
(Mdsik gondolat: 2-6!-6! olyan permuticié van, melyben felvaltva
ilnek a férfiak és nok; s a forgdsszimmetria miatt ezt még 12-vel osz-
tani kell.)

c) Az els6 hazaspar kétféle iiltetése meghatarozza a férfi—ns sorrendet.
A szomszédos hazaspar 5-féle lehet, a kdvetkezd 4-féle stb., Gsszesen
25! iltetés van.

[6] [3]
3 (2
239. Elsé megoldds: e - 10. A permutéciok szamat a forgasszimmetria

miatt el kell osztanunk 6-tal.
Masodik megoldds: Pl. a zold golyot rogzithetjiik, igy megszakitjuk a kort, s

5
hozza képest { 2] sorrend lehetséges.

Harmadik megoldds: Ha egy fehér goly6 kivalasztasaval szakitjuk meg a kort, a
5] (2
3 piros, 1 fehér és 1 zold golyot [ 3] - [ 1]-féleképpen rendezhetjiik sorba, de a

két fehér golyd nem kiilonbozik, igy még 2-vel osztanunk kell.
240. Most nem j6 megoldas, ha az 6sszes permutaciot elosztjuk 2n-nel, mert
nem minden korre igaz, hogy 2n darab sorozat hatarozza meg. Pl. n = 3 esetén:
a ffkfkk sorozat €s ciklikus permutdcioi: fkfkkf, kfkkff, fkkffk, kkffkf, kffkfk
ugyanazt a kort hatdrozzdk meg, tehat ezt a kort 6 sorozat allitotta eld; de a
fkfkfk sorozatnak csak egy parja van, a kfkfkf sorozat, igy a nekik megfelel6 kort
két sorozat allitja elG.
a) Két ilyen karkot6 van; a fehér golyok lehetnek szomszédosak vagy
szemkoztiek.
b) Elsé megoldds: Az azonos szinii golyok helyzete alapjan a kovetkezd
lehet&ségek vannak:

PEISiSS

Osszesen 4 ilyen karkot6 van.
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6
Masodik megoldds: [ 3] =20 permuticidja van a 3 fehér és 3 kék I

golyonak. Egy-egy kort hatdroznak meg a kovetkezd permutaciok:
fifkkk =~ ffkkkf stb., 6 darab sorozat;

ffkfick = fifkkf stb., 6 darab sorozat;

ffkkfk ~ flkfkf stb., 6 darab sorozat;

fkfkfk ~ kflfikf, 2 darab sorozat.

¢) Els6 megoldds: Ha a [240/Il.

négy kék golyd szom-
szédos, egy megoldas
van (II. abra).

Ha csak harom szom- [24.0/111.

szédos kék goly6 van,
akkor harom kort
kapunk (a tengelyes
tlikrozés vagy térbeli
elforgatds nem meg-
engedett miivelet; I11.
abra).

Ha két-két kék go- [240/1V.

lyé szomszédos (IV.
abra):

Ha csak egy kék [220/v.
szomszédos  golyo-

par van (V. abra):

Végiil ha nincsenek [220/Vi.
szomszédos kék go-
lyok (VI. abra):

Osszesen 10 megol-
das van.
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241. 2.

Kombinatorika

.. 8
Masodik megoldds: Osszesen [ 4] =70 lanc készithetd. Nézziik meg,

melyek azok az ekvivalens sorozatok, amelyek nem nyolcadmagukkal
hatdroznak meg egy kort!

1. ffkk duplazésa és elforgatottjai:

fkkffkk =~ flkffkkf ~ kkfflkff ~ kffkkffk: 4 darab;

2. fkfk dupléazasa és elforgatottjai: fkfkfkfk ~ kfkfkfkf: 2 darab.

Tehat a 70 lehetséges 1ancbdl kivonva a fenti 6-ot, a maradék 64 lanc
nyolcasaval hatdroz meg egy kort, s ezeken kiviil a fenti két kor

8
-6

keletkezik még. Vagyis az eredmény: +2=10.

242. a) Ha kivalasztjuk az egyik lovagot (nevezziik X-nek), vele és két szom-

szédjaval megszakitjuk a kort. Ha az X lovag a kivalasztottak kozott
van, akkor a maradék 9 lovagbdl kell 4-et kivalasztani tigy, hogy
szomszédosak ne legyenek kozottiik. A feladat hasonlé ahhoz, mint
amikor 5 piros és 4 kék golyo lehetséges sorrendjeit hatarozzuk meg,
azzal a megszoritdssal, hogy kék golyok nem lehetnek szomszédosak.

6
Ilyen sorrend 4| Van Ha X nincs a kivélasztottak kozott, akkor a ma-
radék 11 lovagbdl kell 5 nem szomszédosat kivalasztani, ezt 5 -féle-
+

7
képpen tehetjitk meg. A lehet8ségek szama 5 =15+ 21 = 36.

34) (35
b) + 15 = 4639918 800.

14

243. a) Mivel mind a 7 1épés egymastdl fiiggetleniil 2-értékd lehet (jobbra

vagy lefelé), a kiolvasasok szdma 27 = 128.

b) Jeloljiik az n 1épésbdl allo kiolvasasok szamét f -nel! Az elsd 1épés

2-féle lehet: L vagy J (lefelé vagy jobbra), tehét f; = 2. A mésodik 1é-
pés 3-féle lehet: LL, JL, LJ; f, = 3. f, meghatdrozasahoz vegyiik észre,
hogy egyrészt f, mindig folytathaté egy L 1épéssel: LLL, JLL, LJL;
madsrészt folytathaté annyi J 1épéssel, ahdny L-re végz8dd f,-beli
sorozat van: LLJ, JLJ. Ezek szdma f,, hiszen minden f;-beli sorozatot
meghosszabbithattunk L-lel. Azt kaptuk, hogy f; =f, + f, s ez a re-
kurziv 0Osszefiiggés a sorozat késébbi tagjaira is igaz. Innen

L=5h=h+h=8 =L+h=13 i=f+[=2L f,=[+/=34

244. a) Jeloljik a 3. sor 4. mez6jét X-szel! B és X kozott 5 1épést kell tenniink,

ebbdl 3-at jobbra, 2-t lefelé, tetszGleges sorrendben. A B-bdl X-be

vezetd kiolvasasok szama BX =

5
2]. X-bol 2 1épést tehetiink még,
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mindkettd 2-féle lehet, jobbra vagy lefelé, ez dsszesen 2% lehetSség.

5
Az X ponton athaladé kiolvasdsok szama [ 2J -22, az X-et nem érin-

5
2 b

— (5
BY= 1 . X-bdl és Y-bAl tovabbi 2-2 [épést tehetiink, ezért a rajtuk

5
toké 27— [2] 2% =88.

b) Jeloljiik a 3. sor 4. és 5. sor 2. mez6jét X-szel, illetve Y-nal! BX =

5
2%+

1 2% =60, az 6ket nem érin-

5
athalado kiolvasasok szdma [ )

téké 128 — 60 = 68.
c) Jeloljiik a 2. sor 3. és 4. sor 4. mezGjét X, illetve Y-nal, s ezekbdl a pon-
tokbdl kivezetd kiolvasasi utak szamat X7, illetve YT -vel! Ekkor

(3 (5 _ _ _
BX=[1]=3, BY=[2]=10, XT=24=16, YT=2*=4, XY =2. Az

X ponton athalad6 ,,tiltott utak” szima BX- XT = 3 - 16, az Y ponton at-
haladé ,tiltott utak” szdma BY YT =10-4. Ezek 6sszegébdl le kell von-
ni azokat a kiolvasasokat, amelyek az X €s Y pontokon is athaladnak,
hiszen ezeket kétszer szamoltuk. Ezek szdma BX- XY -YT=3-2-4.
Eredmény: 48 + 40 — 24 = 64.

245. 15 1épést tesziink, 4-et le és 11-et jobbra, tetsz6leges sorrendben. Jeldljik

a jobbra Iépéseket J, a lefelé torténd 1épéseket L betiikkel, ekkor 11 darab J és
4 darab L betl lehetséges sorrendjeinek szamat kell meghatdroznunk. Ossze-

15
sen [ 4] = 1365 kiolvasas van.

246. 11 darab J és 4 darab L beti 0sszes sorrendjének a szama a kérdés, ha
nem lehet egymds mellett két L. A 11 darab J betli 12 helyet hatdroz meg az

12
L betlik szdmaéra, igy a kiolvasasok szama [ 4 ] = 495.

247. Jeloljik a 2. sor 6. helyét X-szel, s pl. a kezd§ E bettibdl az X-hez vezetd
kiolvasasi utak szimat EX -szel, X-bsl a végss S-hez vezet utak szamat XS -sel

— (15 — (6
stb.! Az Osszes kiolvasas szama ES = 4l E-b6l X-be EX = 1 , X-bdl S-be

— {9 ——— (6] (9
XS = 3 ut vezet. Az X-en athaladé utak szama EX- XS = 1] . [3] , az X-et

__ ____ (15 6) (9
elkeril6 utak szama ES—EX-XS=[4]— [1]-[3]= 1365 — 504 = 861.
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248. Jeloljik a 2. sor 6. bet(ijét és a 4. sor 9. bet{ijét X, illetve Y-nal! Az X-en
(6] (9
athalado kiolvasasi utak szama EX - XS = [1] . [ 3}, az Y-on athalado6 utak szama

- 11 4 -
EY YS= ] Az X-en vagy Y-on athaladé utak szdma EX - XS + EY- YS —

L] aermmns

?]U G B ) - - o020 -

249. EE ES = [2] [2 = 450.

250. Az els6 sor 5. betiije (H) a kezd6 E pontbdl egyféleképpen érhets el, s

innen

11
4] kiolvasés lehetséges. A 2. sor 4. betlije (H) a kezd6pontbdl

. 10
féleképpen érhetd el; innen az E betiire kell Iépni; majd innen tovabbi 3 -féle

11

+
4

befejezés lehet. Osszesen e

4) (10 )
. [ ] = 810 kiolvasas van.

— (6] — (5] — (9
251. Jeloljiik a 4. sor 9. mez6jét X-szel! Ekkor , EZ = [ ] ZX = [2] ZS=[3],

1

2

(4
] Az Osszes Z-n athaladd kiolvasds EZ-ZS = [ ] [ ], ebbsl X-en

N
N

()] e

] ] ][] ] -0

252. a) Elsé megoldds: A 71épés mindegyike 3-féle lehet, igy dsszesen 37 kiol-
vasas van.

Madsodik megoldds: A masodik sor mezGire egyetlen kiolvasési ut vezet

B-b6l, irjuk ezt r4 a harom mez6re. Ezutdn minden tovéabbi sorban

annyi Ut vezet at az egyes mezdkon, amennyi a felette 1év6 harom (a

széleken kett§) mezdre irt sza-

@ B | mok 0Osszege, ugyanis minden
1[1]1 mezOre a fiiggblegesen vagy at-

112321 l6san felette 1€év6 mezOkrdl €r-
1131617/613]1 kezhetiink. Irjuk ra minden me-

1[4 [10]16]19]16]10]4 |1
1[5]15[30]45|5145][30[15[5]1
21[50 [90 [126[141]126]90 [50 [21] 6 [ 1 ; h b
[1]7]28]77]161]266]357[393]357|266]161]77|28] 7| 1] 4Z utolso sorba irt szamok
Osszege adja, ez 2187.

zOre az odavezet$ utak szamét!
Az Osszes kiolvasasi lehetdséget

—
[=)}
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b) Jeloljiikk az n 1épésbdl allo kiolvasasok szamat f,-nel! Az elsd 1épés 3-
féle lehet: B, L vagy J (lefelé, atlésan balra vagy jobbra), tehét f, = 3.
A masodik 1épés 8-féle lehet: BB, BL,BJ, LB, LL,LJ,JB,JL; f,=28.
f; meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy egyrészt f, mindig folytathato
egy B vagy L 1épéssel: BBB, BBL, BLB, BLL stb.; masrészt annyiszor
folytathat6 J 1épéssel, ahany B-re vagy L-re végz6ds f,-beli sorozat
van. Ez utébbiak szdma 2 -f;, hiszen minden f;-beli sorozatot meg-
hosszabbithattunk B-vel és L-lel is. Azt kaptuk, hogy f;=2f, + 2 f,
s ez a rekurziv Osszefiiggés a sorozat késébbi tagjaira is igaz. Innen
(=22, f,=2(h+£) =060, f;=2-(f,+f) =164, fi=2-((+f)=
=448, f,=2-(f, +f) = 1224.

253. a) Jeloljiik a 4. sor 3. elemét X-szel, ekkor BX= 6, XT = 3*, BX XT =
=6-3*. Az X-et nem érintS kiolvasisok szama 3’ —6-3*=7-3" =
=1701.

b) Jeloljiik a 7. sor 10. elemét Y-nal, ekkor BY =50, BY- YT =503 =
= 150. Mivel X-en és Y-on nem haladhat 4t egyszerre @
ut, az X-et és Y-t nem érint6 kiolvasasok szama
37-6-3*-50-3=1551.

c) Jeloljiik a 4. sor 3. és a 7. sor 7. elemét X-szel, illetve
Y-nal, ekkor BY = 141, BY - YT = 141 -3 = 423. Von-
juk ki az 0sszes kiolvasasi ut szamabol az X-en és Y-on
athaladokat; ekkor kétszer is kivontuk azokat, ame-
lyek X-en és Y-on is athaladtak, ezért egyszer hozza
kell adni szimukat az Osszeghez.

XY =6 (dbra), igy BT — BX-XT — BY YT +
+BX- XY YT =3"-6-3*"-141-3+6-6-3 =1386.

254. a) Els6 megoldas: Az egyes 1épéseknek megfelel6 B, L, J betiikbdl
képezhetd sorozatok koziil azoknak a szdmat kell meghatdrozni, ame-
lyekben a B és J betlik szima megegyezik.

Ha a B ésJ szama 0 (L szama 8), a kiolvasasok szama 1;

N|w|w = <o
"]"<N~kbqw|
N|a|= v~ T|g

N || =D

8!
ha a B ésJ szama 1 (L szama 6), a kiolvasasok szama o 56;
8!
ha a B ésJ szdma 2 (L szama 4), a kiolvasasok szama oo 420;
ha
ha a B ésJ szama 3 (L szdma 2), a kiolvasdsok szdma N3 560;
ha a B ésJ szdma 4 (L szdma 0), -m i
( 8! ) 1 lf 1
a kiolvasasok szdma =70.
' 41- 41 1[2[3]2]1
Osszesen 1+ 56 + 420 + 560 + 1]3|]6]7]6]3]1
+ 70 = 1107 kiolvasas lehetséges. | 1|4 [10[16]19[16][10] 4 [ 1|
Mdsodik megoldds: Rendre irjuk E|E|E|E|E|E|E
r4 a BP kiolvasasi titvonal egyes S|S|S|S|S
mezdire az odavezetd utak r 711 r

szamat!
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Ha pl. egy P pontba BP = 4-féleképpen juthatunk el, akkor abbdl a P
pontbdl I-be a szimmetriaviszonyok miatt szintén PI = 4-féle ut
vezet. Ezért 17+ 47+ 10° + 16"+ 19° + 16" + 10° + 4° + 1> = 1107 a
lehetséges kiolvasasok szama.

b) Minden egyes tipusra meghatarozhatjuk a JJ/-t nem tartalmazé soro-

zatok szamat.
Ha a B ésJ szdma 0 (L szama 8), a sorozatok szama 1;

8!

ha a B ésJ szama 1 (L szama 6), a sorozatok szama o 56;

ha a B ésJ szama 2 (L szama 4), a sorozatok szama
8! 7!

TR 4!"2! =315 (kivontuk azokat az eseteket, amelyekben

egymas mellett van két J);

3

(leraktuk a 3 B és 2 L betiit, s az altaluk meghatarozott 6 helybdl ki-
valasztottunk 3-at a J-k szdmara);

6
ha a B ésJ szama 3 (L szdma 2), a sorozatok szdma [2] [ ] =200

5
ha a B ésJ szama 4 (L szama 0), a sorozatok szama [4] =35.

Osszesen 1 + 56 + 315 + 200 + 5 = 577 kiolvasas lehetséges.

255. Jeloljiik a 4. sor 3. elemét, a 6. sor 6. elemét és a 6. sor 4. elemét rendre
X, Y, illetve Z-vel!

a) Az 1. abra alapjan BX =6, XI =45,

— iey BX XI = 6- 45 = 270. Az X-et nem
T2 13100 érint kiolvasasok szama 1107 — 270 =
yEVERAVEVEVRY = 837 (Az €l6z6 feladat megoldasa
TP 1 11 PP PP alapjan BI=1107.)
112|132 |1 |E|E
61716 (3|1
19116 | 10
145 |
5] b) A1l ébra alapjan BY =30, YI =3, igy
I EEBEE BY-YI =90. Az X-et és Y-t nem érintd
Dl213 1211 kiolvasasok szama 1107 — 270 — 90 =
4[4 71631 =747,
[p{P|P[P[P|l6]10]4]P]|
E|E|E|E|E|30|FE
SIS|IS|1]1
T|1 |2
[ 3]




Osszetett feladatok 51
c) Alll abra alapjan BZ =51, ZI = [255/II1. B
=7, igy BZ-ZI =357. Mivel 1l1]1
XZ =2, az X-et és Z-t nem érintd 112321
kiolvasasok szdma 1107 — 270 — A]13|6|7]6|3]|4
—357+6-2-7=0627. [plP|Pli6]19]16]| P[P |P]
E|E|E|51|E|E|E
S|1|[1(1]S§
2 13]2
L 7]
256. Szimmetriaokok miatt feltehetjiik, hogy a tiltott mez6
a tablazat bal felsd részén van (1. dbra).
Ha az 4tlon jeloljiik ki a tiltott mezdt, akkor 12 = 1-gyel, 4>= [1|1]1]1]1
= 16-tal vagy 6% = 36-tal csokken az utak szama. 112134
Mennyivel csokken az utak szama, ha olyan mez6t hagyunkel, [1]3]6
amelyikbe a bal fels¢ sarokbdl 3 dt vezet? Ha a jobb als6 |1]4
sarokbol haladnank a bal fels6be, ebbe a mezébe 6 +4 =10ut |1
vezetne, s nyilvan ennyi vezet ebbdl a mez6bdl a jobb alsdba is.
Ezt a mez6t elhagyva Osszesen 3 - 10 = 30 a csokkenés (I1. dbra).
A tobbi mezGt hasonloan végignézve a 2-es mezonél 2-20 = 5135715151
=40, az 1-eseknél 1-5=35,1-15=15, 1-35 =35 a csokke- [35[20[10(4 1
nés. (Formalisan az I. és I1. tablazat azonos helyzetli mez6ibe [15[10] 6 |3 |1
irt szamok szorzatdnak keressiilk a maximumat; persze a két | 5[4 |3 [2]1
sarokmez6t nem szamitva.) Megallapithatjuk, hogy a 2-es |1 |1 ]1[1]]1
mezot (illetve kozéppontosan szimmetrikus parjat) elhagyva
csokken legjobban az utak szdma. Az 6sszes utvonal szama
[i] =170, a 2-es mez6t (vagy parjat) kihagyva ez 40-nel csok- 1 (1) 1 ; ;
ken, igy az utak minimalis szima 70 — 40 = 30. 111241417
Megjegyzés: Az utakat a hagyomanyos modon is megszamol- 1[2/418]15
hatjuk (I11. 4bra). 1[3]7]15]30
257. Az Osszes utvonal szama 321 (1. abra).
A kozéps6 mezG6t kihagyva az utak (széma 1)32 = 169-cel csok-
ken; a 7-es mez6t kihagyva a csokkenés 7> = 49, az 5-6s mez6t [1]1]1] 1] 1
kihagyva 5 - (5 + 7 + 13) = 125, a 3-as mez6t kihagyva3-63 = [1(3|5]7 |9
=189, s ez a legtobb (II. abra két tablazata). 1]5]13]25]41
1]7[25]63 (129
1/9(41]129(321
;Ag mlglltak minimalis
z
321 —189 =132 (11 1(1{1]1]1 3211129(41|9 |1 1|11 |1]1
abra). 13 129163 |25|7 |1 110(2(4]6
1[5(13 41125]13(5]1 1/2(41(10]20
1(7 917 ]15([3]1 114(10[24] 54
1 1111 1]6[20[54[132
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Vegyes feladatok

258. A kozépso 3 X 3 X 3-as kocka épitGelemeinek szama 27.
259.a)0; b)8 c¢)12(n—2); d)6(n—2)% e) (n—2).
Megjegyzés:

8+ 12(n — 2) + 6(n — 2)* + (n — 2)* = n’ valoban.
260.4a)4-3=12; b)4-3-3=36; ¢)4-3-3-3=108.

8
261. a) [ 4]; a 4 darab 5-0sbdl és 4 darab 4-esbdl allo szamok felelnek meg.

b) 2.
262. 3 10% A legmagasabb helyiértékre irt szam 3-féle lehet, attdl fiiggSen,
hogy az utolsé négy szamjegy Osszegének mennyi a 3-as maradéka.
263. A 000, 001, 002, ..., 999 szamok Osszeadasakor a harom helyiérték min-
degyikén minden szamjegy 100-szor jelenik meg. A keresett Osszeg
(1+2+3+...+49)-100-3+1=13501.
264. a) A komplementer leszimolas mddszerével 9 - 10° — 9° = 368 559.

b) A 0-t 5 helyre irhatjuk; 5 - 9° = 295 245,

S| g4
c) ) -9% = 65 610.

265. Az egyes tagok rendre azon hatjegyli természetes szdmok szamét adjak
meg, amelyekben 0, 1, 2, 3, 4 vagy 5 darab 0 szerepel. Mivel ezek k6zott min-
den hatjegyii szamot felsoroltunk, az sszeg értéke 9 - 10° = 900 000.

266. a) Az elso (legnagyobb) helyiértéken nem szerepelhet 0. A keresett sza-

mok széma 2 - 3" = 162.
b)3° —1=1242.

267. 608. A keresett x szimokra 100, <x < 888, és 100,, <x <AAA,,. (Itt A
jelenti a 10-es szamjegyet 1l-es szamrendszerben.) Innen 100, <x < 888,
121 <x<728.

268. 3-10* — 8- 9% 3 (komplementer leszdmolassal; az utolsé helyiértékre irt
szam 3-féle lehet, a kordbbi szamjegyek Osszegének 3-as maradékatol fiiggben).

269. q) 3'8‘!2‘ + 37' ‘72!' = 6300. Vagy 0-ra, vagy 5-re végzddhetnek a szamok.
27 266!
b) 6300 — TR TR TI T 4740.
70 6-6!
¢) 6300 — T T 4740.
Megjegyzés:

A b) és c) esetben ugyanazt az eredményt kaptuk. Ennek az az oka, hogy a 2,
2, 3, 4 szamokbol 6 olyan sorozat készithets, amelyben a két darab 2-es egymas
mellett van, s ugyanennyi akkor is, ha a 3-as és 4-es van egymas mellett.

270. 2°-(6!)>=33177600. A 6 fid egy sorrendje meghatdrozza, ki melyik
padban iil; a 6 pad mindegyikében 2 helyre tilhetnek a fitk; s a ldnyok tet-
sz6leges sorrendjét iiltethetjik hozzajuk. Ha egy-egy padon beliill nem szamit,
ki melyik széken iil, csak az, hogy adott padban ki kinek a padtarsa, akkor (6!)
iiltetés van; ha pedig nem szamit, ki melyik padban iil, csak az a kérdés, hogy ki
kinek a szomszédja, az iiltetések szama 6!.
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271. a) Az 6t tancold lanyhoz 7-6 -5 - 4 - 3 = 2520-féleképpen tarsithatunk 6t
7
fiat. (Egy mdsik megolddsi lehetdség: [ 2]-féleképpen hagyhatjuk ki a

két fiut, s az 6t fithoz 5!-féleképpen parosithatjuk a lanyokat.)
b) A négy lanyt 5-féleképpen valaszthatjuk ki, s mindegyik kivalasztas-

hoz 7-6 -5 - 4-féleképpen parosithatjuk a flukat

Osszesen 5765 -4 = 4200 lehetSség van.
272. A4 fil leiiltetése utan az el6ttiik, kozottiik és utanuk 1év6 5 helybdl 3-ra
keriilhetnek a lanyok. Eredmény: 4! -5 -4 -3 = 1440.
273. Barmely négy ember 2-2 parba osztva 9sszesen hidrom jatszmat jatszik,
10-9-8-7

24321 3 = 630 mérkozést jatszanak.

. 10
egyiittesen 4 3=
. . . 10
(Mdsik megoldadsi lehetdség: két tetszbleges jatékost 5 -féleképpen valasztha-

8 . 10) (8
tunk, s hozzajuk egy par ellenfelet [ 2]-féleképpen. Igy azonban a [ ) ] - [ 2]

szorzattal minden mérk6zést kétszer szdmoltunk (mindkét par oldalardl),

HIHIRTE

Osszesen = = 630 mérk6zést jatszanak.)

2-2
16
274. Azels6 fogat [ ] -féle lehet; a masodik mar csak [ 4 ]-féle és igy tovabb.

A fogatok egymas kozotti sorrendje 1ényegtelen, az dsszeallitdsok szama

T

275. |"|.5n*
e .

276. Kivalasztunk 12 mez6t a vilagos, majd a maradékbol 12-t a sotét gyalo-

32) (20
gok szamara: [1 2] ~ [1 2]. (Mdsképpen: ha a gyalogok kiilonboz6ek lennének,
32-31-30-... 9 lehet8séget kapnank; de az azonos szintiek nem megkiilon-
boztethetdk, fgy -0 " |ehetsség adodik
Oztethetdk, igy 21 121 ehetdség adodik.)
nm

277. a) nm(nm — \)(nm — 2)...(nm —k +1); b) X
278. o) || || = 3812256; 1) |**]{*] = 3,10 107,

- ﬂ) 2 2 - ’ ) 4 4 ~ ]

64) (62 (60 .
o501, 158 ~ 3,91 10",
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279. 64-49-36-25-16 = 45158 400. Minden bastya elhelyezésekor egy sorral

és egy oszloppal csokken a szabad mez&k szdma. Az els6 bastya sorat és oszlo-

pat elhagyva a mdsodik bastydt egy 7 X 7-es tablara, a harmadikat egy 6 X 6-0s-
ra helyezhetjiik el stb.

280. a)A 2 X 4-es résztablan legfeljebb 4, igy a 8 X 8-as sakktablan legfeljebb
32 huszart helyezhetiink el. Ez meg is valosithatd, ha pl. minden
huszart a sakktébla fekete mezGire helyeziink.

b) Az abréan a tabla egy tin. huszarbejarasat tiintettiik fel. (A tordttvonal
mentén 16lépésben egyszeresen végigjarhatjuk a sakktdbla minden
mez3jét.)

Vilagos, hogy ha a tdbla valamelyik mezdjére egy huszart helye-

ziink, akkor a fenti lancban szomszédos mezGkre nem keriilhet

Ujabb huszar. Igy legfeljebb 13 huszar helyezhets el, s ezt meg is

val6sithatjuk, ha a tabla 13 azonos szinl mez&jére helyezziik 6ket.

Megjegyzés:

Az a) megoldasbol kovetkezik, hogy dltaldban nem j6 gondolat a

kovetkezd:

,»A s0tét mez6n all6 huszar a vilagos szinli mezdket tdmadja és forditva; s mivel

a két szinbdl egyarant 32-32 mez6 van, egy maximalis elhelyezést kapunk, ha

minden huszért pl. a fekete mezSkre helyeziink.”

Ezzel a hibds gondolatmenettel egy 2 X 3-as tablara 3 huszért helyezhetiink el,

pedig valdjaban 4 is feltehetd. 20

5 ; ha harom szam paros kozottik,

281. Ha mind az Ot szam paros,

20) (20 ) ) - 200 . .
3 ; ha egy paros szam van kozottiik, 114 kivalasztas lehetséges.

.. 20 20) (20 20) (20 .

Osszesen 5 + 3 + lal™ 329 004 a kivalasztasok szama.

282. Hamis allitasok: j), p), x), z).
283. Legyen a harom oldala < b < ¢!
a) Az alabbi tdblazatban a lehetséges haromszogeket soroltuk fel; 6ssze-
sen 16 darab van.

a- 12,3,...813.4,...7] 456 5
b: 9 8 7 6
e 10 10 10 10
db: 7 5 3 1

b) (4 9 8 7 6 2
b: 10 10 10 10 10
e 1,..,18]11,...,17|1L,..., 16|11, ..., 15 1
db: 8 7 6 5 1

. 9-8
Osszesen — = 36 darab haromszog van.

¢) Nincs ilyen haromszog.




Vegyes feladatok 55

10-7

284. a) vagy 9 + 8+ ... + 1 — 10.

10
) J— 10 = 35. [Ma’sképpen

10
b) [ 4 ] = 210. (Négy cstcs hataroz meg egy metszéspontot.)

c)4-4=16.
285. Els6 megoldds: Ha a haromszog harom csucsa kiillonboz6 egyenesekre
esik: 5-6 -7 = 210 darab haromszog van.
Ha a haromszog cstcsaibdl ketts esik valamelyik egyenesre:

5 6 7
[2-(6+7)+ “5+7) +|.|-(5+6) =130+ 180 + 231 = 541 darab ha-

2 2
romszOg van.
Osszesen 751 haromszoget hataroznak meg a pontok.
Masodik megoldds: Az dsszes lehetséges pontharmas koziil kivonjuk azon har-

18) (5) (6] (7
masokat, amelyek egy egyenesre esnek. 317 1a 715 7 s =751.

286. A lehets legtobb metszéspontot akkor kapjuk, ha az egyenesek koziil
semelyik kett§ nem parhuzamos és semelyik kettd metszéspontjan nem megy
at harmadik egyenes. Néhany megoldési modszer:

Elsé megoldds: Osszegezhetjiik az egyes szakaszokon 1év6, a két egyenes kozé
es6 metszéspontokat.

Az e egyenes 1. pontjabdl az f egyenes 1. pontjaba hu-

zott szakaszon (tovabbiakban e, — f;) nincs metszés- . e f

2

pont. Az e, — f, szakaszon 1-(m — 1) darab metszés-
pontvan (e, —f,, e, —f5, ..., e, —[,); az e; — f, szaka-
szon2-(m —1);...;aze, — f, szakaszon (n — 1)(m — 1). 3
nn—1)

(m—1)

Osszesitve az e, — f, tipust szakaszokon
metszéspont van.

Az e, — f, tipust szakaszok metszéspontjainak megsza-

molédsakor az e, — f, szakaszon 1évGket mar kordbban

szamoltuk egyszer. Az e, — f, szakaszon 1 (m — 2) da-

rab metszéspont van (e, —f;, ¢, —f,, ... , e, —f,,); az e; —f, szakaszon 2 - (m — 2)
(e,-bol és e,-bol indulnak ki és f;, f;, ... , f,-ben végzédnek a szakaszok); ... ;

az e, — f, szakaszon (n — 1)(m — 2). Osszesitve az e, — f, tipusti szakaszokon
nn—1)

(m—2) metszéspont van. Hasonl6an szdmolhatjuk 6ssze az e, — f;, e; —

2
—fp .., €, — f,, tipust szakaszokon 1év8 metszéspontokat is; ezek szdma Ossze-
nn-—1) nn—1) m@m-—1)
sen ———m—1+m—-2+m-3+..+1)= : .

2 2 2
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Végiil észrevehetjiik, hogy a két egyenes kozott, illetve a rajtuk kiviil es6 sik-
tartomanyban ugyanannyi metsz€spont van, mert az egyenesek kozotti e; — f; és
e, —f,, metszéspontot parosithatjuk az ¢; —f,, €s ¢, — f; metszésponttal. Igy az
nn—1)m@m-—1)

0sszekotd egyenesek metszéspontjainak maximalis szdma
z L} z . P n m z z

Masodik megoldds: Az e, illetve f egyenesrdl 2-2 pontot 511 -féleképpen

valaszthatunk ki, s az ezekre illeszthetd egyenesek két metszéspontot hatdroz-

n| (m
nak meg, igy 0sszesen [ 2] : [ 2] -2 metszéspont keletkezik.
Harmadik megoldds: Az m -n szamu, altalanos helyzetli egyenesek metszés-

mn
pontjainak szdma [ 5 | Ebbdl ki kell vonni azokat, amelyek (esetleg tobbszor

n
szamolva) az e, illetve f egyenesen keletkeznek; ezek szdma m| _| +n

n m

2f M2

287. Parositsuk a vektorokat harom paronként merdleges irdnyban! Az eredd
vektor mindharom irdnyban 6tféle lehet (4; 2; 0 élhossziisdgu, az elsd ketts két
irdnyban), igy 6sszesen 5° = 125-féle eredd vektort kaphatunk.

288. A legfeljebb k 1épésben elérhetdé mezdk egy (2k + 1) X (2k + 1)-es
résztablat alkotnak, szimuk (2k + 1) A pontosan k 1épésben elérheté mezSk
ezen résztabla ,keriiletén” helyezkednek el, szamuk 4(2k) = 8k.

Ha csak vizszintes és fiiggGleges 1épéseket engediink meg, a mez6k szama 4k.

289. a) 2*°; minden ugrasa kétféle lehet.

2

’"] Az

mn
Osszes metszéspont szama tehat [ 5 ] -m

20
b) [ 5 }, mert 15-6t ugrik jobbra és 5-0t balra.

¢) 0. Csak paros koordinataju pontban végzédhet a 20. ugras.
20
0 [m].
e) —20;—18; — 16; ... ; 18; 20.
290. A 34. feladat megoldasa alapjan
a) minden vagas +1-gyel noveli a darabszamot, ezért 63 vagas sziikséges
(és elegendd is);
b) minden vagas legfeljebb kétszerezi a darabszamot, ezért 8 vagas sziik-
séges (¢és elegendd is).
Megjegyzés: Ha csokoladé helyett egy 8 X 8-as méretli papirdarabot
tekintiink, és a papir hajtogatasa is megengedett miivelet, akkor egyet-

len (alkalmas) egyenes vagas is elegendd.
Erdemes kiprébélni pl. egy 4 X 4-es méretd papirral!
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291. Mivel 5-5=125, és 2* <25 <25, ezért legalabb 5 )
vagasra sziikségiink van. S bar a darabszdmok legfeljebb
kétszerez6dhetnek, semmi sem biztositja, hogy 5 vagassal
ténylegesen elvégezhetd a darabolas. 2
Az els6 két vagas utan mindig marad egy legalabb 3 X 3-as
Osszefiiggd rész (4dbra). Ennek a kozépsd (x-szel jelolt) x
négyzetét tovabbi négy vagassal szabadithatjuk ki, ezért
Osszesen 6 vagas kell.

292.4a)0; b)8 ¢)4-3+4+5)=48; d)2-(3-4+3-5+4-5)=94

e)3-4-5=060.
q q\p—4| |49||P—4|,|P—4
293. Els¢ —q)+ + + .
93. Elsé megoldds [3](17 q) N ] [1][ 3 [ 4 ]
Madsodik megoldas: P1_|1 .
4 4
294. Elsé megoldas:
819+918+10 17+8109+9108+1098+10 +
3 3 3 2 2 2 2] |2
10) (8) (9] (8
+ 5115 + >l = 1064 + 1512 + 2040 + 2520 + 2880 + 3240 + 1620 +

+ 1260 + 1008 = 17 144.

Masodik ldd o L I g I 17144
dsodik megoldds: | , 474 4 .
295. g) 62. Minden lap kétféle lehet, ez 2° = 64 lehetséges szinezés; de ebbdl
el kell hagyni a csupa egyforma szinii lapokbdl 4ll6 két kockat.
b) Nem tekintjiik kiillonboz6nek azokat a kockdkat, amelyek merev
testek térbeli transzformacidjaval (mozgassal) egymasba vihetdk.
1 (illetve 5) piros lap esetén 1-1, 2 (illetve 4) piros lap esetén 2-2, 3
piros lap esetén 2 szinezés lehetséges; dsszesen 8.
296. 6-5-4 =120, illetve k(k — 1)(k — 2).
297. 6-5-6 =180, illetve k(k — 1)k.
298. Tegyiik fel, hogy a versenyzs x darab helyes valaszt adott! Ekkor a rossz
véalaszok szdma 0-t6l (30 —x)-ig lehetséges, a versenyzd altal elérhet6
pontszamok 4x, 4x — 1, 4x — 2, ..., Sx — 30. Ha x <27, akkor a —30, 29, ...,
108 pontok mindegyike elérhet6. Ha x = 28, akkor csak legfeljebb két rossz
vélasz adhat6, tehat a maximalis 4-28 = 112 pont csak 111-re vagy 110-re
csOkkenhet, a 109 nem érhetd el. Ha x = 29, akkor a 113 és 114 marad ki; s ha
x =30, akkor a 117, 118, 119 pontok nem lehetségesek. Osszesen 145-féle
pontszama lehet egy versenyzének.
299. Ha avilagos kiraly valamelyik sarokmez6n van, akkor a sotét kiraly elhe-
lyezésére 60 lehet6ség adodik; ha a vilagos kirdly a tabla szélén (de nem a
sarokban) van, akkor 58-féle helyre tehetjiik a sotét kiralyt; ha pedig a vilagos
kiraly a tabla belsejében van, a sotét kirdly elhelyezéseinek szdma 56. Osszesen
tehat 4 -60 + 24 - 58 + 36 - 56 = 3648-féle elhelyezés van.
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a00.0 2| £ {] -

7
b) Ha a kétszemélyes csonakban iilnek, a lehet6ségek szama 5| ha a 3-

7
személyesben, [ 2] ‘

5'h 4 ¢lyesb 2
1l a a 4-személyesben, >l 1]

Osszesen 35 + 105 + 210 = 350 lehetdség.
¢) A 4-, a 3-, illetve a 2-személyes csonakban szabad hellyel szamolva
8] (6] (8] (6] (8] (7 L.
[2] : [3] + [2 : [4] + 1J : [3] = 1260. Az eredmény ugyanannyi, mint az
a) feladatban: az tiresen marado helyet megfeleltethetjiik a 9. személy
iltetésének.

2n—p—

301. Ap szamu tag mellé [
n—

qJ—féleképpen valaszthatjuk ki az ugyan-

azon oldalon iil6ket; 8ket és a szemben {iil6ket is n!-féle sorrendben iiltethetjiik

s 2n—p—q 2 ar e .
le. Osszesen " - (n!)*-féle iltetés lehetséges.

302.4a)5; b)14; c)20; d)42.
Az egyes csomOpontokra rendre felirtuk az odavezetd utak szamat (ébra).

a b
) 4 ) y 1
1 1 1 ;
1 1
1 2 1
3
2 |3 NERFEP
2 3
B 8
5
O
148
c) y d) y
1
1 1
1 1 1 2
1 1| 4
KTz 1¢ 4K—T715—10
3 11 4 15
B
3 20 2 28
4 i



Vegyes feladatok 59

303. Osszesen 56 lehetséges utvonal van. Az -
egyes csomoOpontokra rendre felirtuk az oda-

vezetd utak szamat (4bra). 14 1 1 1 1 0 0
304. A taldlkozas a négyzet atléja mentén
torténhet, négy 1€pés utan. Fentrdl lefelé halad- 1
va rendre 1, 4, 6, 4, 1 Ut vezet mindkét oldalrél

a talalkozasi pontokba, igy Osszesen 12+ 4%+ a2 2 7 103

+ 6%+ 4%+ 17 =70-féle tton talalkozhatnak. <

Megjegyzés: 1] 5[ 4] 1A 21] 24

Altalénogithatuznk n ><121—es tablazatra, a for- 2 7 11 11 32 S%B
n

mula + +.

n
0 1 “\n|

Egy mdsik megolddsi lehetdség, ha az egér és a macska utjat egy olyan (egyetlen)

utnak tekintjiik, amely az egér és a macska kezdeti helyét koti 6ssze. Ekkor

n
a keresett utak szama, s nyilvan a két formula egyenld.
305. 2* = 16; az angol 4bécé kédolasdhoz ennyi jel kevés.
306. 1 hosszd jel: 2 darab van; 2 hosszua: 4 darab; 3 hossza: 8 darab; 4 hosszu:
16 darab; ez Osszesen 30 jel. Ez sem lenne elég.
307. 1 hosszu: 2; 2 hosszu: 4; 3 hosszu: 8; 4 hossza: 16; 5 hosszu: 32; dsszesen
62 jel.
Kimaradt pl. a 3 hossztaak koziil a - — —, a 4 hossztaak kozilla — — —
308. A pontszamok osszege 10, igy csak az 1; 1,5;2; 2,5; 3 pontszamok lehet-
ségesek. Az alabbi tablazat tartalmazza az egyes merkozesek eredményét.

A| B | C|D| E |0ssz:
A|l—-|10|1|1]|1] 3
B|1|—]01]05[1]25
clof1|—(0|1]| 2
D|005|1|—|0]15
E|0]|]O0]|]O0]|1]|—-1]1

309. Héaromszog alatt a harom csticsbol és a csiicsok kozott behizott élekbol
allo alakzatot értjik.

Szamozzuk be a cstcsokat az dbran lathaté médon!
Ekkor a haromszogeket egy-egy szamharmassal ad-

hatjuk meg, amelyeket pl. ndvekvs sorrend szerint
Osszeszamolhatunk. (Nem lesz talsdgosan sok ha-

8
romszog, hiszen a [ 3] =56 lehetséges pontharmas 2 4

koziil kimaradnak azok, amelyek egy egyenesen
vannak, valamint azok, amelyeknek valamelyik éle O
nincs behizva az abran.) A haromszogek: 6 7 8
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1. cstcs 11|11 (1(1]2]|2|2|2|3|4|4|5]|5
2. csucs
esetek szama: (412|221 |13 |1|1|1|1]1|2]|1

~
(@)

Osszesen 24 haromszog van az dbran.
310. A 3-as lapot vagy az 1-es lap elé, vagy az 1-es és 2-es lap kozé, vagy a 2-
es lap mogé hajthatjuk (az abra feliilnézeti).

Az els6 és harmadik esetben a 4-es lap harom helyre keriilhet, a méasodik eset-
ben két helyre. Egyiittesen 8 lehetséges sorrendet kaptunk, ezek — balrdl jobb-
ra olvasva — 4312, 3412, 3124, 1432, 1342, 4123, 1243, 1234. Ha az 1-es és 2-es
lap sorrendjét felcseréljiik, tovdbbi 8 megoldast kapunk: 4213, 2143, 2134, 2431,
2341, 4321, 3421, 3214. Osszesen 16 megoldas van.

311. a) — b): Akapott kddolt szovegek:

2
N
7

4 7

T|oo ||
Z| | O~
J|lwn|O|w
> | o | —
— &[T lw
Qlw ||
O~
> |0 | o
W(o| | o
N|co|T| o
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| |T| o
Rl | > |w
fesiEeN
&R
> | W | T o
AQl—|n|
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| o

| Z =
Ol
> [N|o
W[ R @
> | o | o &~
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> || T|o
— | [T w
Qo |p |~
B — [
Olw|lO|lo
Z (= 0|
W o |P>]|
T lo|lw|e
A=
IR AN
S ESE I  FoN
A==
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1
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> | oI
NN =
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zZ
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8 5

R|C|R|E

W oo ||
Z||O
Ao >
}-lkm\m
w
|~ |X
N|w©o|X| e

3. A |D H

A 3. kédolas utan egyaltalan nem lett rendezetlenebb a szoveg, a HARC szd
megjelent az izenetben. A szoveget Boncida matematikus kodfejtdi bizonyara
konnyedén megfejtik.

Megjegyzés:

Ha megfigyeljiik az egyes betlik mozgasat a kddoldasok folyaman, harom darab
ciklust kapunk: (0—-8—-9—-0), 1—-2—-7—1), B—>5—4—6—23).
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Ebbdl a ciklikus felirasbol rogton latszik, hogy a 0, 8, 9, valamint az 1, 2, 7
sorszamu karakterek harom Iépésenként a helyiikre keriilnek. Ez tortént a 0, 1,
8, 9 sorszamu karaktrekbdl all6 HARC széval is.

Mivel minden karakter 3- vagy 4-1épésenként az eredeti helyére keriil, igy 12-
1épésenként mindig visszadll az eredeti szOveg.

312. Ha az els6 mérést a k. emeletrdl végezzik el, és a pohar Osszetorik,
akkor a masik poharat az els6, majd a masodik, a harmadik stb. emeletrdl rend-
re le kell ejteni. Vagyis legrosszabb esetben (amikor a masodik pohér a (k — 1).
emeletrdl leejtve torik el) tovabbi k — 1 mérésre van sziikségiink.

Ha tehat 6sszesen k mérést terveziink, az els6 mérést legfeljebb a k. emeletrol
végezhetjiik el. Ekkor, ha az els6 mérést a k. emeletrdl végezziik, és a pohar
nem torik el, tovabbi k — 1 mérésiink marad. Az el6z6ek alapjan a k. emelet
felett legfeljebb k — 1 emelettel magasabbrol végezhetjiik el a masodik mérést.
A tovabbiakban a helyzet hasonld, tehat azt mondhatjuk, hogy k& méréssel
legfeljebb k + (k— 1)+ (k—2)+ ...+ 2+ 1= @ emelet magas épiilet

esetében tudjuk meghatdrozni azt az emeletet, amelyrdl a poharat leejtve, az
Osszetorik.
Ez a képlet k = 8 esetén 36-ot ad, tehat 8 mérés elegendd a mérndk szdmara.
Ha a poharak nem tornek el, akkor azok az emeletek, ahonnan az ejtegetést el
kell végezni: 8., 8 + 7., 8 + 7 + 6. stb.
313. A fejek szamanak véltozasa vagasonként —15, +15, —3. Lathat6, hogy a
Sarkany fejei szimanak 3-as maradéka allandd. Kezdetben 1 volt a maradék, s
ez az egész kiizdelem alatt megmarad. A Kirdlyfi akkor tudnéd legySzni a
Sérkanyt, ha annak az utols6 védgds el6tt 33, 21 vagy 17 feje lenne; ezek a
szamok azonban 3-mal osztva rendre 0, 0, 2 maradékot adnak. A Kiralyfi nem
gyOzhet.
314. A fejek szamédnak valtozasa +6, +9, —6. A teljes kiizdelem alatt a
Séarkany fejeinek szdma 3-mal osztva 1 maradékot fog adni, igy a Kiralyfinak a
7 fej elérésére kell torekednie. Ezt nem érheti el csupa —6-0s vagassal, mert a
kezdeti 100 6-tal osztva 4, mig a végs6 7 6-tal osztva 1 maradékot ad. Sziikség
van egy +9-es vagasra is, tehat a minimalis vigasszam 19. (Egy +9-es utan 17
darab —6-0s vagassal eléri a 7 fejii allapotot, s innen egyetlen iitéssel végezhet.)
315.4a)15; b)15+3=18; ¢)15+7=22; d) 18+ 7=25;
e) 18+7+2=27.
316. A karton 36 mezdjébsl 9-et kell kivagni ugy, hogy
az egymasra forgathaté mez6k olvasaskor csak egyszer
jelenjenek meg. 4-4 forgasszimmetrikus helyzetli mez6 +
egy-egy ciklust alkot, az altaluk meghatarozott mez6k ﬂ I_I
koziil pontosan az egyiket kell kivdgni a kartonon. A ke- P
9
9

N
w

reszt jelzi a sablon tetejét, s ha a forgésirdny elGre 4
rogzitett, akkor az egyes ciklusok 4 mez6jébdl barme- |7
lyiket, egymastdl filiggetleniil kivalaszthatjuk. Osszesen |3
2
1

O 0

1
B
3
7
[«

1

4° =262 144 rostély van.

Egy minta lathat6 az 4bran. 8

N L ol b

=

w O\I\O
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| 317.9 7113] = 080
= a : = .
3112

6] (7
gy
¢) Helyezziik el el8szor a fehér és a zold golydkat!
Ha a két zold egymds mellett van, akkor 5-féle sorrend lehetséges, és

4 6
a piros golyok szamara 4 hely marad. Ez 5- [ 3] =5 [ 3] =100
lehet&ség.
5
Ha a két zold goly6 nincs egymas mellett, akkor [ 2] = 10-féle sorrend

lehetséges, és a piros golyok szdmdara 3 hely marad. Ez tovédbbi

3 5
10-{,[=10-| | =100 lehetdség.
3 3
Osszesen 200-féle sorrend lehetséges.
318. Ha az els6 zsinoron fiiggd golyokat 1-es, a masodikon 1évSket 2-es, ... , az

otodiken IévOket 5-6s szammal jeloljiik, akkor a feladat atfogalmazhatd: keres-
siik az 6t-0t darab 1-es, 2-es, 3-as, 4-es és 5-0s szamjegybsl készithets 25 jegyl
ok spAmAt. E di 25! - 25) (20) (15) (10) (5
szamok szamat. Ez pedig Gy , vagy masképpen [ 5 ] [ 5 ] [5 ] [ 5 ] [5]
319. 8! =40320 < 100000 < 9! =362880. A 80641. szam 312456789, a
keresett szam els6 (legnagyobb) helyiértéke 3-as. 100 000 — 80 640 = 19 360, s
mivel 7!=5040, 3-7!=15120< 19360 <4-7!=20160, a masodik helyi-
értéken allé szam 5-6s. A 80 640 + 15120 + 1 = 95 761. szam 351 246 789, s ez-
utdn még 4239 szam kovetkezik. 5 - 6! = 3600; az 1 246 789 szamok utolso 6 he-
lyiértékén 5 permutacio ,.fut le”, igy a kovetkez6 helyiértéken allé szamjegy a
8-as lesz. A 358 124 679 szam a 95 760 + 3600 + 1 = 99 361. a sorban, még 639-
et kell leszamolni. 5 - 5! = 600; a 124 679 szamok utolsd 5 jegye 5-sz0r végezhet
teljes permutéalodast, igy eldre a 9-es keriil. A 358 912 467 kezd6szadm utén a 39.
szamot keressiik. 4! = 24, a 35 892 utén az 1467 permutaciokbol a 16-ot keres-
stik; a 358926 utdn pedig a 147 kozill a 4-et. Ez a 471, igy a keresett szam
358926 471.
320. a) 2" =1024.
b) 0.
¢) Jeloljik a két irdnyba torténé ugrasok szamat J-vel és B-vel; ekkor
J+B=108és2J] — B =11.InnenJ =7, B = 3, s az ugrassorozat dssze-

10
sen [ 5 ] = 120-féleképpen tehetd meg.

d)HaJ=10,9,8, ..., 0, akkor a végs6 tartdzkodasi hely rendre 20, 17,
14, ..., —10 lehet.
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321. Az 6tszog cstcsait szamozzuk meg az abra szerint, s vizsgaljuk meg, ho-
gyan hat a két transzformdci6 szorzata az egyes csicsokra!

Tengelyes tiikrozésnél: 1 — 1, 2— 5,3 — 4,4 — 3, 5 — 2; forgatasnal: 1 — 3,
2—4,3—5,4—1,5— 2; igy a kettl szorzatanak eredménye: 1 — 3, 2 — 2,
3—1,4—5,5— 4. Ez a transzformécid éppen a 2. csicson dtmend szimmet-
riatengelyre valg tiikrozés.

A 2« 2 1< 3, valamint 4 < 5 csucsoknak azonos szinticknek kell lennitik.
Mindegyik ciklus két szinnel szinezhetd, a keresett szinezések szdma 2° = 8.
322. Els6é megoldds: Tokéletes megoldas, ha mindig ugyanazt a szdmot, pl.
000-t probaljuk ki (legrosszabb esetben 1000-szer).

Masodik megoldds: Az alabbi tablazat mutat egy lehetséges stratégiat.

sorszam 112 |3 | 4 |..[500/|501]|502|503| ... |1000
feltevés a kodra | 000 | 001|002 | 003 | ... | 499|500 | 501|502 ...
probalkozas 000 | 002|004 | 006 | ... [998|000|002|004 | ... | 998

P

323. Ha az el6z6 feladathoz hasonl6 stratégiat alkalmaznank, észrevehetjiik,
hogy az 501. tipp 000 lenne, ami az elsd tipp ismétlése. Mddositsuk ezért pl. ugy
a probélkozasokat, hogy a 499 feltevéshez tartozo 998 tipp utén az 501, majd
502 stb. feltevéssel éliink (tablazat).

sorszam 1 2 | 3 | ..1500(501]|502]| ... 999
feltevés a kddra | 000 | 001|002 | ... | 499|501 |502| ... | 999
probalkozas 000002004 | ... |998|001|003]| ... |997

Ekkor azonban az utolsénak ad6dé 500 feltevéshez a 499 probalkozas tartozna,
amivel mar korabban kisérleteztiink, tehat nem probélhato djra.

Altalaban is megmutathat6, hogy nem mindig nyithaté a pancélszekrény.
Tegyiik fel indirekt médon, hogy 1étezik egy megfelel6 probalkozassorozat.
Ekkor a fentihez hasonl6 tablazatban az els6 sorban a 0, 1, 2, ... , 999 szamok
szerepelnek; a masodik sorban szintén ezek a szamok lesznek valamilyen sor-
rendben (nem lehet ismétlodés, hiszen minden kezdeti kédot ki kell probal-
nunk); végiil a harmadik sorban szintén ezek a szdmok allnak valamilyen sor-
rendben (ennek az az oka, hogy nem lehet kétszer azonos szdmmal probal-
kozni). Mivel a harmadik sorban 1év6 szdmok a felettiik lev6 két szadm Osszege-
ként allnak eld, az Osszes szdmot Osszeadva az els6 két sor Osszegének meg kell
adni a harmadik sorban 1év6 szamok 0sszegét, illetve 1000-es maradékat. Mivel
1+2+...4+999 =499500, a 499 500 + 499 500 = 499 500 egyenletnek kellene
teljesiilnie mod 1000 felett. Ez azonban lehetetlen, a bal oldal 1000-rel osztha-
td, a jobb oldal nem (500 maradékot ad).

324. a) 6° = 7776.

b) 6 — 5° = 4651.
¢) Minden dobas legalabb 5-0s, és kell lennie 6-osnak is. A 6-0s dobésok
5) (5) (5) (3) (5

=31.
1 2 3 4 5 3

szama alapjan: R R e
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Mds megolddsi lehet6ség: Mindegyik dobés kétféle lehet, ez 2° =32
eset; de ebbdl nem jo a csupa 5-0s.

d) A 11-es 6sszeg 9-féleképpen allhat el6: (6, 2, 1, 1, 1), (5,3, 1, 1, 1),

e)

(5,2,2,1,1),(4.4,1,1,1),(4,3,2,1,1),(4,2,2,2,1),(3,3,3, 1, 1),
5
(3,3,2,2,1), (3,2, 2,2, 2). Az egyes eldallitasok szdma rendre 3 -2,
5253553'525535“ 205 oset
U2l b a2 2 sl 2 L2l e 2,1,osszesen eset.

els6 négy dobas tetszbleges lehet, az utolsd 2-féle (attdl fiiggden,
hogy az els6 négy dobott szdm Osszege 3-mal osztva mennyi maradé-
kot ad). 6*- 2 = 2592 eset.

f) Az utols6 szam 3-féle lehet; a kozéps6 szamok tetszblegesek; az elsd

szam pedig 2-féle, attol fliiggben, hogy a tobbi szamjegy Osszegének
mennyi a 3-as maradéka. 6° -3 - 2 = 1296.

g) A szamjegyek Osszege lehet 9, 18 vagy 27.

A 9-es Osszeg eldallitasai: (5,1, 1,1, 1), (4,2,1,1, 1), (3,3, 1, 1, 1),
(3,2,2,1,1),(2,2,2, 2, 1); ezekbdl paros szamot rendre 0-, 8-, 0-, 12-,
4-féleképpen készithetiink. Osszesen 24 lehetSség.

A 18-as Osszeg eldallitasai: (6, 6, 4, 1, 1), (6, 6, 3, 2, 1), (6, 6, 2, 2, 2),
(6,5,3,1,1),(6,5,2,2,1),(6,4,4,3,1), (6,4, 4, 2, 2), (6,4, 3, 3, 2),
(6, 3, 3, 3, 3); ezekbdl paros szamot rendre 18-, 36-, 10-, 12-, 36-, 36-,
30-, 36-, 1-féleképpen készithetiink. Osszesen 215 lehetSség.

A 27-es Osszeg elballitasai: (6, 6, 6, 6, 3), (6, 6, 6, 5, 4), (6, 6,5,5,5);
ezekbdl paros szamot rendre 4-, 16-, 4-féleképpen készithetiink.
Osszesen 24 lehetSség.

18-cal oszthat6 szamot 24 + 215 + 24 = 263 esetben kapunk.

h) A lehetSségek szama: 6sszesen 6°; nincs 1-es: 5°; nincs 6-os: 5°; nincs

1-es és 6-0s sem: 4°. Innen 1-es és 6-0s dobas is 6° — 2 - 5° + 4° = 2550
esetben van.

325. a)Az 0sszes szambol kivonjuk a csupa paratlan szamjegybdl allokat:

b)
¢

d

N—

e

N—

9-9-8-7-6—5!=27096.

Az 6t pératlan szdmjegybdl alkotott szimok szama 5! = 120.
Ha 25-tel kezdddik: 8 - 7-6; hanem, 3-7 -7 - 6; 0sszesen
8-7-6+3-7-7-6=1218 darab.

P PLRL P 5= 126120 = 15120, 1, 3 vagy 5 pa
i o R R R =15120. 1, 3 vagy 5 pé-

ratlan szdmjegyhez vélasztjuk ki a parosakat, s ezeket minden lehet-
séges modon permutaljuk.

4 Gl Bl

szamjegyet valasztunk ki.

-51'=66-120 = 7920. 0, 2 vagy 4 paros
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326. Csoportositsuk pl. az 1-esek szama alapjan a lehetséges szamokat!
Az egyes tipusok, az el6allitasuk lehetséges modjai és a beldlitk készithetd
négyjegyli szdmok szama rendre a kovetkez6 lehet:

tipus elGallitas | darabszam

a)0,1,1,1 1 3
b)x,1,1,1 x€42,3,4,5} 4 4
¢)0,1,1,x x€{2,3,4,5} 4 9
d)1,1,2,2 1 6
e)1,1,x,y x#y;, x,y€{2,3,4,5} 6 12
£0,1,2,2 1 9
g)0,1,x,y x#y;x,y€1{2,3,4,5} 6 18
h)1,2,2,y y€1{3,4,5} 3 12
i)1,x,y,z xX#Ey#z x,y,z€12,3,4,5} 4 24
7)0,2,2,y y€E{3,4,5} 3 9
k) 0,x,y,z x#y#z; x,y,z€12,3,4,5} 4 18
1)2,2,x,y x#y;, x,ye{3,4,5} 3 12
m)2,3,4,5 1 24

Osszesen 1'3+4-4+4-94+1-6+6-12+1-9+6-18+3-12+4-24+3 -9+
+4-184+3-12 + 1-24 = 541 négyjegyl szam készithetd.

8- 8! 7- 8!
327. +
31-21 212121
7!
328.4a) A0,1,1,1,1, 3, 4 szamjegyekbdl ﬁ-féle szam készithetd (0 lehet elol

= 62160.

8
is); a jegyek elé, kozé, illetve mogé [ 3]-féleképpen helyezhetjiik el a

!
2-eseket; s kivonjuk azokat a szdmokat, amikor a 0 van elol: — ]

4 (3
. 7 (8) 6! (7 B
OsszesenI!- 3 —4—!~ 3 =10710.

b) Az Osszesbdl kivonjuk azokat az eseteket, amikor a 3 és 4 egyméas mel-
9-91 88!
n3 a2 18200
c)AO0, 1,1, 1,1, 2, 2, 2, 3 szamjegyekbdl az Osszes lehetséges szamot
elkészitjiik, s attdl fiiggben, hogy hiny 2-es van egymas mellett, elhe-
lyezziik a 4-est. (Persze 0 nem lehet eldl.)
Ha a harom 2-es egymas mellett van, a 4-est hat helyre tehetjiik:

7! (6 6!5_1110
41 |1 4 |1 ’

lett van:
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Ha két 2-es van egymas mellett, a 4-est 0t helyre tehetjiik:

o 7-6 522! 6-5 4—5700

41 1] 4 I

Ha nincs egymas mellett két 2-es, a 4-est négy helyre tehetjiik:

6!765 4 5!6543—23400
41 1 1]~ ‘

4!
Osszesen 1110 + 5700 + 23 400 = 30 210 olyan tizjegy(i szam készithe-
t6, amelyben nincs egymas mellett 2-es és 4-es

329. 1. Ha a szamban szerepel a 0: 9-10* — 9° eset.

2. Nem szerepel 0, de van 5-6s: 9° — 8 lehetdség.

3. Csupa paratlan szamjegy, de van 5-6s: 5° — 4° lehet&ség.

Osszesen: (9-10* — 9°) + (9° — 8°) — (5° — 4°) = 55 131 lehet&ség.

330. a) 9!-2=725760; b) 8! 3! =241920.

331. a) Az els6 négy helyiértéken az 1, 3, 7, 9 szdmok Osszes permutacidja
eléfordul, igy az egyes (legkisebb) helyiértéken 4! = 24-szer jelenik
meg az 5-0s. Az 1-4 helyiértékek mindegyikén az egyes szamjegyek 3!
= 6-szor fordulnak eld, igy a keresett Osszeg:
6-(1+3+7+9) 11110+ 24-5=1333320.

b) Az egyes (legkisebb) helyiértéken 5* = 625-sz6r jelenik meg az 5-0s.

Az 1-4 helyiértékek mindegyikén az egyes szamjegyek 5° = 125-szor
fordulnak el6, igy a keresett Osszeg:
125-(1+3+54+7+9)- 11110 + 625 -5 = 34721 875.

12
332. Abolha 6sszesen 9-szer ugrik jobbra és 3-szor balra, ezt [ 3 ]-féleképpen

teheti meg. EbbdI el kell hagynunk azokat az ugrassorozatokat, amelyekkel
elérné a 8 vagy 9 pontot, hiszen ekkor elttinne.

Jeloljiik a jobbra és balra ugrasokat J-vel és B-vel!

Ha az els6 8 ugras J, akkor a befejezd J, B, B, B ugrasok barmely sorozata
kivezet az intervallumbdl: 4 eset.

Ha az els6 8 ugras 7 darab J és egy B, akkor J, J-vel kell folytatni: 8 eset.

.. 12
Osszesen [ 3 ] —4—-8=208 olyan ugrassorozat van, amelynek ered-

ményeképp a 6 pontba keriil a bolha.

333. Els6 megoldds: Legyen a kocka alsé lapjan az 1-es. Ekkor a 2-est kétféle
helyre irhatjuk.

Ha a 2-es a fels6 lapon van, akkor a fiiggGleges tengely mentén forgathatjuk ugy
a kockét, hogy a 3-as az elsd lapra keriiljon, s ekkor a 4-es, 5-0s, 6-0s szdmokat
3.2 = 6-féleképpen irhatjuk fel. Ez 6 lehet6ség.

Ha a 2-es az alsdval szomszédos lapra kertil, akkor a tovabbi szdmozést

4 -3 -2 = 24-féleképpen végezhetjiik el.

Osszesen 30-féle szamozas lehetséges.
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Masodik megoldas: Egy rogzitett kocka lapjaira 6!-féleképpen irhatjuk fel a sza-
mokat. De az alsé lapra 6-féle szamot forgathatunk, s minden ilyen helyzetben
4 fiiggSleges tengely(i forgatds 6nmagaba viszi a kockat. Osszesen tehat 6 - 4
olyan mozgatés van, ami a kockat dnmagéval fedésbe hozza; a 1ényegesen kii-

16nb6z6 szamozasok szama % =5-3-2-1=30.
4! 8! 12!
334. a) 13 =2; b) 33 =1680; c¢) 125 = 3991 680;
d) 201 ~ 4,05 10",
20-3 ’

335. a) 511 vagas; b) 9 vagas (felezéses technikaval).

336. 5-5-5=125 < 128 =2, ezért elvileg elég 7 vagas. De biztosan marad az
els6 vagas utan egy legalabb 5X5X3-as, a méasodik utin egy legalabb 5X3x<3-as,
a harmadik utan pedig egy legalabb 3X3x3-as Osszefiiggs test. A 3xX3X3-as koc-
kdhoz mar elvileg is sziikség van 5 végésra (ui. 2* =16 < 3-3-3 = 27), de gya-
korlatilag 6 vagas kell: a kdzépsd 1X1Xx1-es kocka minden lapjat ki kell szaba-
ditani. Megleps, de Osszesen 9 vagasra van sziikség; éppen gy, mint a 8X8X8-as
kocka esetében.

337. Els6 megoldds: A kockanak véges sok allapota van, ezért — esetleg nagy-
szamu tekerés utan — el6bb-utobb ismétlddni fog valamelyik allapot.

Jeloljiik az alapéllapotot A-val, s tegyiik fel, hogy egy B allapotbdl x szam for-
gatds utan a B-vel megegyez6 B’ éllapotba jutunk. A kocka geometriai jellem-
z01 miatt ez viszont azt jelenti, hogy a kocka barmely helyzetébdl x szamut for-
gatva, ugyanazt a helyzetet kapjuk vissza; vagyis ha az A kezd6allapotbol
végziink x szamu forgatast, akkor vissza kell jutnunk az 4 alapallapotba. (Azt is
megkaptuk, hogy a kezd6allapot ismétlédik meg legelGszor.)

Masodik megoldds: A kocka elsG és jobb oldali lapja 1ényegében haromfajta kis
kockabdl all eld. A lapkozéppontt kis kockdk minden forgatdskor megtartjak
helyiiket. Az élk6zép kockakat egyiitt vizsgilva észrevehetjiik, hogy az alapélla-
potbdl kiindulva, ha a feladatbeli BI és J3 forgatasokbdl 14-et végziink, vissza-
keriilnek a helyiikre. A cstucsokat alkoto kis kockakrol ugyanez 18 forgatas utan
mondhato6 el. A lapok kozéppontjai helyben maradnak; tehat ha az alapallapot-
bol kiindulva a végzett forgatdsok szdma 14 és 18 kozos tobbszorose, akkor a
kocka ismét rendezetté vélik. Legkevesebb 126 forgatds utdn all vissza el6szor
az alapéllapot.

7 4 7) (4
ol offes of] -

14
339. a) 7| 7-7 egységnyi 1épést teszlink jobbra és felfelé is.
. 12) (5
b) Ha egy 3 hosszu 1épést tesziink jobbra, akkor 21l -féle dtvonal

12) (5
van; ha két darab 2 hosszu 1épést tesziink jobbra, akkor [ 7 ] : [ 2J-fé1e.
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Ugyanennyit kapunk akkor is, ha a specialis 1épéseket nem jobbra,
hanem felfelé tessziik. Ha pedig az egyik 2 hossza 1épést jobbra, a

12) (7) (2] .
masikat felfelé 1€épjiik, az Gtvonalak szdma [ 5 ] : [ 5] : [ 1]. Osszesen

57 024 kiilonboz6 ttvonal lehetséges.
340. Ha az egyes (utols6) helyiértéken 0 van, akkor a szamok Osszege
411 +2+3+4+5)- 111110 = 39999 600.
Ha az egyes helyiértéken 5-0s van, akkor a szdmok Osszege
41-1+2+3+4)-100000+3-31- (1 +2+3+4)-11110+4-4!-5=
= 24000000 + 1999 800 + 480 = 26 000 280.
Osszesen 65 999 880 a keresett Osszeg.
341. Béla a magasabb.
Tegyiik fel, hogy Aladar az i. sorban és Béla a j. oszlopban van (1<i<6 és
1<j<5). Ha ugyanabban a sorban allnak, Aladar az alacsonyabb; ha kiilon-
boz6 sorban allnak, tekintsiik az i. sor j. oszlopdban 4ll6 Csabat. Aladarnal
Csaba magasabb (azonos sorban allnak), Csabanal pedig Béla magasabb (azo-
nos oszlopban allnak).
342. Mivel 0sszesen 5 + 4 = 9 taldlat tortént, a 8 pozicié egyikét mindkét tip-
peléskor eltaldlta a jatékos. Ez csak a 3-as lehet.

508(1(3(2(4|7]|6
7151413 |8(6(2]|1
3

Minden més pozicioban a két tipp kiilonb6zs, s mivel 4 + 3 = 7 tovabbi talalat
tortént, a fenti tablazat els6 két sordban mindegyik szim pontosan egyszer van
a sajat helyén. Vagyis ha az els6 sorban négy tovabbi eltaldlt szamot kijeldliink,
a maradék harom helyen 1év6 szamok a masodik sorban ugyanezeken a helye-
ken talalhatok, csak mas sorrendben.

Az5—-7—-2-8¢ 1—4—6szamok egy-egy ciklust alkotnak, igy a méasodik
sorban eltalalt 3 tovabbi palcika csak az 1, 4, 6 lehet. A palcikdk sorrendje:

[518]4[3][2]6]7]1]

343. a) Elsé megoldds:
pp—1) qq-1) p’-p+2pqtq’—q _
oy tpat = =

2 2
e+t erpptq-1
= 5 = 5 valéban.
Mdsodik megoldds: Tegyiik fel, hogy p darab piros és g darab kék, egy-

p+a|

forma méretli golyobdl kivalasztunk kett6t. Ezt egyrészt

féleképpen tehetjilk meg; masrészt a kivalasztott piros golyok szama
alapjan is 0sszeszamolhatjuk a lehetdségeket.
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Ha két piros goly6t valasztunk ki, ezt [‘;]-féleképpen; ha egyet, [‘f][;]] I

féleképpen; ha pedig egyet sem, g]-féleképpen tehetjik meg. A két

oldal val6ban egyenld.
b) Az egyenlet mindkét oldaldn kiszamoltuk, hogy hanyféleképpen lehet

p darab piros és g darab kék, egyforma méretii golydbol kivalasztunk
harom darabot.

344. Az el6zo feladat altalanositasa: p darab piros és k darab kék, egyforma

méretll golyobdl kivalasztunk n darabot.

345. Az allitas a 304. feladat megoldasahoz flizott megjegyzésbdl kovetkezik.





