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Az OAB haromsz6gben B-nél levs sz6g derékszog. Legyen k tetszdleges kor, melynek kzéppontja
az OB szakaszon nyugszik, és érinti az OA oldalt. Legyen az A-bodl a k kérh6z hazott, O A-val
nem egyezd érintén T az érintési pont. Igazoljuk, hogy az OAB haromszdg B-bdl huzott
stulyvonala AT-t egy olyan M pontban metszi, melyre M B = MT teljesiil.

Tobbféle ut lehetséges: jellemzG Osszetevik: szogszamolas; észrevétel, hogy 5 pont egy koérén nyugszik
(Thalesz tétel), melynek atmérdje is be van rajzolva - vagy hurtrapéz talalasa; keriileti szogek tétele.

Mire kell figyelni: az érinté kor kdzéppontja elhelyezkedésétdl fiigg az abra - diszkusszid!!; vagy iranyitott
sz0gekrol kell beszélni, vagy (és ez a biztos at) rendesen megnézni az eseteket. (2db)

e Teljes megoldas: 10p

e Teljes megoldas egy abra erejéig, diszkusszié nélkiil: 8p

e cljutni oda, hogy hurnégyszogséget szeretnénk igazolni 4p.

e néhany fontos szog felvétele, és veliik valo szamolés, ekviavlens alakra hozas 2p

(tovabbiak ardnyosan)

Egy nagy kockat Andras szétfiirészelt 8 x8x 8 egyforma kiskockara (lap-parhuzamos vagasokkal).
Anna kivalaszthat 129 kiskockat. Igazoljuk, hogy az Anna altal valasztott kockak k6zo6tt van 17,
melyek ko6ziil semelyik kettd sem esett egy él-parhuzamos egyenesre az eredeti nagy kockaban!
Mutassuk meg, hogy kevesebb kiskocka valasztasa esetén ebben mar nem lehetiink biztosak!

128 (és kevesebb) kiskockat ki lehet valasztani ugy, hogy vesziink éllel parhuzamos egyenest, és 16 ezzel az
egyenessel parhuzamos sorbol valasztunk csak. (PL. egy 2 x 8 x 8-as vagy 4 x 4 x 8-as résztéglatestjébdl a
kockanak). Ekkor nyilvan nem lesz 17 kiskocka, mind kiilén sorbol.

Masrészt be lehet osztani a kiskockakat 8 kupacba, hogy minden kupacban teljesiil az 6sszes kiskockaparra a
kovetkezs: nem élparhuzamos egyenesen nyugszanak. Ekkor ha 129 kiskockat valasztunk, lesz olyan kupac,
ahonnan legalabb 17-et valasztunk, és kész. (Skatulya elv.) A beosztas egyetlen kritériuma, hogy ha (z,y, 2) :
x,y,z € Zg szerint koordinatazzuk a kockakat, akkor semelyik kupacba ne legyen két kiskocka, aminek van
két azonos koordindtaja is. Ez teljesithet§ példaul kénnyen ellenérizhetSen, ha az ¢ kupacba azok keriilnek,
amire £ +y+ 2z =14¢ (mod 8).

(Vegyiik észre, hogy ez annak felel meg, mintha térbeli, bizonyos tengelyirannyal nem parhuzamos sikokkal
metszenénk el a kockat!)

o Teljes megoldas: 10p=4+6p a két részre rendre.

e 10-1=9 pont, ha a kupacokra osztas josagat nem igazoljuk.

e 4+1=5p, ha a koordinatakat bevezetjiik, és atfogalmazzuk a feladatot.

e 1-2p, ha nemtrivialis megfigyeléseket tesziink.

(tovabbiak aranyosan)

Legyenek az x; szamok (i = 1...n) pozitivak, és jel6lje 6sszegiiket S. Igazoljuk, hogy
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T6bbféle ut lehetséges:

a) Jensen egyenl6tlenség alkalmazasa, pontos feltételekkel

b) rendezési tétel: a szamlalok sorozata, és a nevezGk sorozatédnak inverzei forditottan rendezettek. A
paronkénti szorzatokbol képezett Osszegeket ciklikus eltoltak szerinti paronkénti Gsszegekkel egybevetve és
az igy kapott egyenl6tlenségeket dsszeadva megkaphatjuk a kivant egyenlGtlenséget

¢) Cauchy-Schwarz-egyenlStlenség masik forméja, a Titu lemma alkalmazasa; majd egy szdmtani-négyzetes
kozép kozti #;

d) az el6z6 variansa, amelyben 1 valtozok bevezetésével ekvivalens alakra hozunk, melyben a valtozok csak
a szamlaloban, vagy csak a nevez@ben tiinnek fel; és innen szamtani-négyzetes kozép.

Mire kell figyelni: Felhasznalt tétel pontos idézése, és az alkalmazés pontos megadasa. Jo irdnyban
becsliink-e amikor becsliink. Ekvivalens alakra hoztunk-e az atalakitasoknal.



e Teljes megoldas: 10p

e 8-9 pont, ha valami a feltételeknél nem lett vilagosan ellenérizve.

e 3p, ha szebb alakra hoztuk a baloldalt, csak a szamlaléoban vagy csak a nevez&ben vannak valtozok; vagy
ha a rendezési tételt jol alkalmaztuk.

e 2p, n=2 eset felirasa. (az el6zdvel nem additiv!)

(tovabbiak aranyosan)

4, Legyen n > 4 rogzitett egész. Jelblje I az n egymast kbvets egész halmazat az [m,m +n — 1]
intervallumban m egész szamra. Nevezziik I, halmaz egy részhalmazat frankonak, ha van
benne 3 paronként relativ prim egész. Tetszbleges n-re hatarozzuk meg azt a ¢(n) szamot,
melyre teljesiil, hogy

e a ¢(n) méretd részhalmazok minden I esetén frankdk;

e létezik m, melyre I -nek van ¢(n) — 1 méretd, nem frankd részhalmaza.

Ha I,,,-b8l azokat a szamokat veszem, amik 0,2,3 vagy 4 maradékot adnak (mod 6), akkor ezek kozott
béarhogy valasztok 3-at, lesz két paros, vagy két 3-mal oszthato. Vagyis az ilyen részhalmaz nem franks. Ha n
rogzitett, persze m-t6l fiigg, hogy az ilyen maradékot ad6 szamok részhalmaza hany elemd, de jol meghattarozott,

és csak a 6-os maradéktol fiigg.
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Ebbdl adodik, hogy

Maésrészrol: ¢(6) = 5, ezt konnyd megmutatni.
Ezt azt jelenti, hogy barmely 6 egymést kovetd szambol, amennyiben legalabb 5-6t vélasztunk, akkor frankd
lesz a halmaz. Tehat, egymést kivets hatos blokkokra bontva az n-elemi halmazt, ha nem vesziink el minden
blokkbol két elemet, akkor franko lesz a halmaz, igy legalabb 2n/6 elemet el kell dobni, hogy ne legyen franko.
S6t, ha n 6-os maradéka legalabb 3, akkor legaldbb még 1 elemet el kell dobni, hiszen az n elemi halmaz
kezdGeleme beallithato gy, hogy a hatos blokkok mellett fennmaradé halmazban is legyen 3 paronként relativ
prim.
Ebbdl az el6z6 szam élessége is adodik.

e Teljes megoldas: 10p
o fels§ becslések: nemtrivialis: 1p, 2/3-o0s nagysagrendd (vagy megjegyzés, hoyg a 3-as maradék is szamit): 3p
e also becslések: kis ¢ értékek helyesen, kozte a ¢(6) : 2 pont
e als6 becslések: nemtrivi: 1 pont, 2/3-0s arany: 2pont (az elézéekkel additivak)
(tovabbiak aranyosan)



