Valogatoverseny 2. Megoldasok

1. Gondoltam egy egész szamra az {1,2,...,n} halmazbél (n € Z"), ezt szeretnéd
kitalalni specialis barkochba-kérdésekkel. Ilyen tipusii kérdést tehetsz fel: Igaz-e
a gondolt szamra, hogy (valamely altalad valasztott) racionalis szamtol legfeljebb
(altalad valasztott) tavolsagra van? A kérdéseket el6re le kell irni, én az Osszes
kérdés leirasa utan valaszolok. Mennyi a minimalis kérdésszaim, amivel biztosan
kitalalhat6é a gondolt szam?.

Megoldas
Konstrukcié adhato arra, hogy (%W kérdés elegendd, (5p) valamint igazolhato, hogy ennyi sziik-
séges is (5p).

Legyen X a gondolt szam. a Kérdések lényegében zart intervallumok.

Konstrukcid kérdésekre - 1. vdltozat: Q; : X € [i,[n/2] +i— 1] ahol i = {1,2,...,[n/2]}
Konstrukcio kérdésekre - 2. vdltozat: @Q; : X € [2i —1,2i+ 1] ahol ¢ = {1,2,..., [n/2]}.
Konstrukcio kérdésekre - 3. wvdltozat: @Q; : X € [|n/2] —i+ 1,[n/2] + i — 1] ahol i =
{1,2,...,[n/2] =1} és Q2 : X € [1,n/2] .

Kell ellenérizni, de kénnyt, hogy az ezekre kapott valasz alapjan mindig eldonthets, mi az
X.

Ennyi kell is. Az altalanossag sértése nélkiil feltehetjiik, hogy olyan intervallumokkal dol-
gozunk, amiknek végpontjai nem egészek (hiszen csak az intervallumbeli egészek szamitanak).
Ekkor a kérdezéhalmazok mint intervallumok végpontjainak halmazanak fedni kell az (i,i+ 1)
egységintervallumokat (i = 1...n — 1), hogy el legyen kiilonitve i és i + 1; s6t 1-et és n-et is el
kell kiiloniteni, emiatt kell minimum egy intervallumvégpont 1 elé vagy n mogé. Ez Gsszesen n

intervallumvégpont, azaz (ﬂ intervallum tényleg kell.

Megjegyzések

e Fontos hogy jo legyen a sejtés ( optimalis a konstrukcio), kiilonben a bizonyitassal esetleg
atverheted magad... Kis esetekre (tobbre is!) célszerd ellendrizni!

e Szuper, ha a kérdéseket intervallumokkal dbrazolod is, de az egzakt megadas a legjobb -
arra biztos nem veszitesz pontot.

e ha egészrészes feladat van, batran ird fel ps-ra és ptn-ra (sokkal kisebb a tévesztés esélye),
hasznalva az n = 2k + 1, vagy n = 2k-t.

e Nem igaz az, hogy ha az intervallumvégpontok szépen felosztjak az egységintervallumokat
a megoldas masodik része szerint, akkor az abbdl szarmazo6 konstrukcié automatikusan jo lesz!
Ez még mindig csak sziikséges feltétel!

e Teljes indukci6 a bizonyitéasra itt meglehetGsen koriilményes, nem igazan miikodik.



2. Az ABC haromszog koréirhat6 korének és a csticsokb6l indulé szogfelez6knek
a (csucsoktol kiilonb6z6) metszéspontjait jeldlje rendre A, By, C. Jeldlje P az AA;
egyenesnek és az ABC/ kiils6 szoge szogfelez6jének metszéspontjat, hasonloképpen
Q@ és R rendre a BBj-nek és a BC A/ kiils6 szbge szbgfelezGjének, illetve a C'Ci-nek
és a CAB/ kiils6 szoge szogfelezGjének metszéspontjat. Bizonyitsuk be, hogy

tpora = 2T > 4t apcn,
ahol T az AC:BA,C B, hatszog teriiletét jeldli.

Megoldasvazlat

I legyen a szogtelez6k metszéspontja, a beirt kor kp-ja.
Azt kell észrevenni, hogy P,Q, R a definici6 miatt éppen a hozzairt korok kozéppontjai (bel-
s6, és kiils6 szogfelezGk metszéspontjaibol jonnek...). Kovetkezs kulesészrevétel, hogy PQRA
talpponti haromszoge éppen ABC - ez abbol kiévetkezik, hogy a kiilsG és belsé szogfelezdk
mer6legesek. PQR/A I-bdl kp-osan kicsinyitve 1/2 aranyban, ez éppen A; B1C,. Ez a keriileti
szogek tételének alkalmazasabol kovetkezik: I a PQ)Q RA-ben magassagpont, igy TARA, TAQA,
IBRA,IBPNA,ICPA,ICQ/A derékszogiiek, és Ay, B1,Cy az IP,1Q, IR szakaszokat felezi a
szOgekbdl adodd TA; = BA, = C Ay = egyenl§ szakaszok és a Thalesz tétel miatt.

Bontsuk fel t pora = 27T igazolasadhoz a PQRA-et és a AC1 BA,C By hatszoget az IP,1Q), IR
félegyenesekkel. Lathato az el6bbi szakasz-egyenléségekbdl, hogy t1 A, BC, = % -tPIRA, és
hasonloképp a masik ketts teriiletre is. FEzzel az egyenlGség kész.

A T > 2tapca egyenlGtlenség igazolasdhoz tekintsiik az ABC/A M magassagpontjat, és
tiikrozziik ki az oldalegyenesekre (M, M,, M.), igy kapva a t ABC' A-t megduplazo t ang, gar,onr,-
t. Ez jol osszevethetd tac,pa,cB,-vel, és nem lehet nagyobb ndla, mert a hatszogekbdl az
ABCA-t kivagva, a

tapc, = taBm., tBca, = tBom,, tcap, = tcam,

teriiletegyenlGtlenségek trividlisan teljesiilnek abbol adodoan, hogy M,, M,, M. is a koriven
fekszenek, am A;, By, C) rdadasul felez6pontok a BC, C'A, AB iveken.

Megjegyzések

e Az egyenlGtlenség lényegében azzal ekvivalens, hogy a talpponti haromszog teriilete legfel-
jebb negyede a haromszog teriiletének. Ehhez kapcsolodo allitdsa sugaregyenlétlenség: 2r < R
a beirt és korért kor sugara kozott, valamint az az ismert tétel (Fagnano, 1775), hogy a hérom-
szogbe rt haromszogek koziil a talpponti haromszog kertilete a minimalis hegyesszogli harom-
szogek esetén.

Szintén ekvivalens forma a trigonometrikus tspon =
tratpponti = 317 sin 2avsin 23 sin 29-bol eredeztethetd

absiny __

2 . . .
5 2R? sin acsin 3 sin 7,

sin acsin B sin~y > sin 2a:sin 23 sin 27.

e a Feuerbach korre hivatkozva is lehetett dolgozni: a PQQ R/A Feuerbach korét éppen ennek
a haromszog magassagpontjabol a korért korének 1/2 ardnyu kicsinyitett képe adja, amin rajta
vannak a magassagtalppontok (A, B, C'), oldalfelez6-pontok, és a magassagpont-cstcs szakaszok
felezépontjai (A;, By, CY).

o leirds egzaktsiga: ha hasznalunk szogeket, a kiszamolast, egyenl@ségiiket le kell irni.

e "suliban tanultuk hogy" - ilyen nincs. Vagy tételként mondunk ki valamit, vagy be is
bizonyitjuk a versenyen (szemben az 6rai dolgozattal)



3. Jelblje d(n) és ¢(n) az n pozitiv egész szam pozitiv osztdéinak szamat, illetve
az n-hez relativ primek szamat a pozitiv, n-nél nem nagyobb egészek korében.
Hatarozzuk meg azon n pozitiv egészeket, melyekre teljesiil, hogy az {n,d(n),p(n)}
szamok koziil ketté szamtani kézepe a harmadik szam.

Megoldas
Konnyt ellenérizni, hogy n = 1,4,6,9 j6 megoldas.
Han > 1, akkor n > d(n) és n > ¢(n) nyilvanvaloan, vagyis két eset lehet: I. %W =d(n) =

d(n) > 5 és IL %(") =p(n) = ¢(n) > 3.
I. eset: d(n) = d(n) > % akkor lehet, ha 1,2,... % mind osztja n-et, hiszen §-nél nagyobb
szamok kozott csak n lehet osztd. Speciel n/2 — 1 osztja n-et, ami n > 6 esetén nem lehet: ha

n > 6, akkor
n

< 3.
n/2—1

2 <

Vagyis . esetben csak n = 1,4,6 jo.

II. eset: p(n) > %. Ez csak akkor lehet, ha n = [[", pi"* paratlan. Viszont n = d(n)
(mod 2), azaz d(n) = [ (a; + 1) paratlan, vagyis n-ben minden primkitevs paros: n négyzet-
szam és p; > 3, a; > 2.

Ismert hogy ¢(n) = n-[[~, (1 - I%), ebbdl adodoan d(n) = 2p(n)—n alapjan [, p*~|d(n) =

[T%, (a; + 1). De vegyiik észre, hogy az oszto sokkalta nagyobb szeret lenni, mint az osztando
altalaban:
P =30 > (14 ay).

EgyenlGség csak akkor ha p = 3 és ekkor o = 2 kell hogy legyen. Vagyis csak a 9 adodik ebben
az esetben n > 1 szamok kozott.

Megjegyzések
e visszatekintve: a kulcs a szamelméleti fiiggvények ismerete mellett a nagysagrendi becslés
volt - nem ritkan jon jol!



4. Hatarozzuk meg azokat az egész egyiitthatés masodfoka P(z) polinomokat,
amelyekre teljesiil, hogy ha a és b relativ primek, akkor P(a) és P(b) szintén relativ
primek.

Megoldas
Legyen P(z) = cox® + ¢y + ¢g, ca # 0

Tetsz6leges egész egylitthatés polinomra trividlisan teljesiil, hogy a,a + b € Z behelyettesi-
tése esetén P(a) és P(a + b) kiilonbsége oszthato b-vel:

b|P(a +b) — P(a).

Vegyiink egy a # 0 egész szamot. Az el6z6 sor azt jelenti, hogy ha p egy primoszto P(a)-ban,
akkor p primoszté lesz P(a + p)-ben is. Ugyanakkor (a,a +p) = 1 < p { a. Vagyis P(a)
minden primosztoja a-nak is osztoja kell legyen, masképp fogalmazva P(a) primtényezdi csak
a primtényez6i koziil keriilhetnek ki.
Ebbél adodéan P(41) = £1, és minden primhatvanyra P(p®) = 4+p° (8 € Z1).

lz| < |P(z)] < |23| ha x elegendéen nagy, vagyis P(p) = 4p° csak akkor lehet minden

primre, ha 8 = 2 minden elegenden nagy prim esetén, de akkor csak az lehet, hogy P(x) = 42

Megjegyzések

e a + jeleket sok esetben elfelejtettiik. Erre célszeri figyelni!

e Relativ prim: ezt a fogalmat az egészek korében értelmezziik altaldban, nem csak a
természetes szamok koérében! Az a és b egész szamok esetén azt mondjuk, hogy az a a b-hez
relativ prim, vagy egyszertien a és b relativ primek, ha az 1-en és -1-en kiviil nincs mas kozos
osztojuk. Vagy ami ezzel ekvivalens, ha a és b legnagyobb kozos osztdja 1.

e a fenti oszthatosagi alapgondolatot kovetve, és az 1 helyen felvett értés segitségével (ami
miatt c3 + ¢1 + ¢ = £1), oszthatosagi relaciokkal sorban a ¢, ¢; értékekrdl is belathato, hogy
0-k.

e Figyelem! Az, hogy egy szamot minden prim oszt, még nem jutunk ellentmondésra! Ezért
zartuk ki az a = 0 esetet a vizsgalatunkbol mert ott el6fordulhat!

e visszatekintve: a primeken felvett érték segitett sokat - ez fiiggvényegyenleteknél is el6jon,
nem csak polinomoknal.



