Javitokules, Valogato 2016. Nov. 25.

1. Az A, B,C pontok dltal meghatdrozott hegyesszogii hdrom-
szogben az egyes csiucsokhoz tartozé magassdgvonalak talp-
pontjait jelolje rendre Ty, Tp és To. A TA\TgTc hdromszog
oldalfelez6 pontjai legyenek Fy, Fg és Fc rendre a TgTc, TATc
és T)Tp oldalakon. Igazoljuk, hogy az FxFg, FocFs és FgFo
egyeneseken az ABC hdromszog dltal kimetszett szakaszok
egyenld nagysdguak.

Megoldasvazlat. Hasznaljuk az abra jeloléseit. Legyenek a harom-
sz0g szogei rendre «, [3, 7.

C

1. abra

A talpponti haromszog a vizsgalt szakaszokat 3 részre osztja. Meg-
mutatjuk, hogy az azonos szinnel jelolt szakaszok egyenlok egymassal.
Ebbdl kévetkezik is a feladat allitdsa.



A T, és Tp pontokbdl az AB szakasz 90° alatt latszik. Tehat az
ABT\Tp négyszog hurnégyszog. Mivel ABT Ty hiurnégyszog, ezért
TgTsC, = CAB, = «. Hasonlban lathatjuk, hogy ToTx B, = «.

(1 pont)

Megmutatjuk, hogy az FrT4H haromszog egyenlészari. Az el6bb
belattuk, hogy TpT4C, = CAB/Z = «. Az FH szakaszt a TcTy
oldalhoz tartozé koézépvonal metszi ki a haromszoghol, tehat F'H és
TcTs parhuzamosak. Emiatt ToT4B, = FHB, = «, azaz FcT H
haromszog egyenlészar. (2 pont)

Hasonlbéan belathatjuk, hogy az TgFcl haromszog is egyenlOszari.
Tehat
1Fo =TglFe = FcTy = FcoH.

A kozépso egyenloség azért teljesiil, mert F felez6pont, mig a mésik
kettét a megfeleld egyenl@szaru haromszogek mutatjak. (1 pont)

FAFp kozépvonal az FyFpFo haromszogben, ezért FuFp = [Fo =
FcTy. Ezzel a zold szakaszok egyenldségét belattuk. (1 pont)

Hasonlban gondolatmenettel a masik két szinre is igazolhatjuk a megfelel
szakaszok egyenléségét. Ezzel a feladat allitasat belattuk. (1 pont)

A megoldas soran kihasznaltuk, hogy az F)Fy, FoF3, F3F) egyenesek a
megfelels oldalakon metszik a haromszoget. Ha a D', F', ..., J" jeloli
a szakaszok megfelel6 oldalegyenesekkel vett metszéspontjait, akkor a
fenti meggondolasainkat ezekre a pontokra valtoztatast nélkiil alka-
Imazhatjuk. Emiatt Tg, D', F',Tc egy Thalesz-kort alkotnak. Mivel
C AB, hegyessszog, ezért az A csics a koron kiviil taldlhatoé. Emiatt a

haromszoget a szakaszok a megfelel6 oldalakon metszik. (1 pont)
Toredékpontok:

e Talpponti haromszog szogeinek kiszamolasa (0 pont)
e Hasonlé haromszogek észrevétele (0 pont)
e Diszkusszi6 hidanya (-1 pont)
o [Fo = FcH egyenléség megsejtése (1 pont)

. 2016 rablé egyiitt elrabolt egy nagy kincseslddat és el akar-
jak dasni. Mivel nem biznak egymdsban, ezért ugy dontenek,
hogy szerelnek rd lakatokat és a lakatokhoz valé kulcsokat



szétosztjik egymds kozott. (Egy lakathoz tobb kules is tar-
tozhat, de egy kulcs csak egy lakatot nyit). Ugy szeretnék ezt
megtenni, hogy barmely 1010 koziliik ki tudja nyitni a kinc-
set, de semelyik 2 nem tudja ezt megtenni. Legaldbb hdny
lakatra van sziikségiik?

Megoldasvazlat.

6 lakatra van legalabb sziikség. Kevesebb nem elég: Tegyiik fel, hogy
n lakat van. Vilagos, hogy egy kaldzndl legfeljebb n — 2 kulcs lehet.
Valasszunk ki tetszolegesen n — 2 lakatot, megmutatjuk, hogy legfel-
jebb 2 kaléznal vannak pontosan ehhez a kulcsok. Ha van egyaltalan
olyan kaléz, akinél pont ezek vannak, akkor nincs olyan, akinél ott van
a maradék kettd (amik legyenek az a és b lakathoz valék). Viszont min-
den lakat legaldbb 1007 embernél van, tehat van legaldbb 1007 ember,
akinél van a-t nyit6 kulcs, legalabb 1007, akinél b-t nyit6. Ezek kiilon-
bozoek, tehat az elore rogzitett n — 2 lakathoz legfeljebb 2 kaléznak
van kulcsa. (2pont)

Mivel minden lakathoz legaldbb 1007 kaldéznak van kulcsa, Osszesen
legalabb 1007 - n kulecs van a kalézoknal. Ha n < 5, és legfeljebb 10
kal6zndl van n— 2 kulcs, a tébbinél legfeljebb n— 3, az til kevés. Tehat
6 lakat kell. (1pont)

Konstrukcié 6-ra: legyenek a lakatok 1,2,...6, minden kal6znal 3-hoz
lesz kules. 10 harmas fog el6fordulni, az 1,2, ..., 5 kozil 3 (ciklikusan)
szomszédos, illetve ezek koziil kettd (ciklikusan) nem szomszédos a 6-
tal. (2pont)

Ezen 10 héarmas kozil 4-hez lesz 201 kaléznak kulcsa, 6-hoz 202-nek.
Ugy kell megcsinalni, hogy minden lakat legaldbb 2 olyan harmasban
legyen, amihez 202 kal6znak van kulcsa, de ezt konnyt, és igy j6 min-

den. (1pont)
Ha mindkét részre kapott valaki legaldbb 2 pontot (1pont)
Toredékpontok:

e Bizonyitas, hogy 4 lakat nem elég (1pont)
e Konstrukcié tobb, mint 6 lakattal (1pont)

3. Az a,b,c,d pozitiv egész szamokra

1
ac = =bd
2

3



a—d=b-—c

egyenloségek teljestilnek. Tegytik fel, hogy a > c. Mi a leg-
nagyobb \ valos szam, melyre a > \c -t kielégiti az egyenle-
trendszer minden egész a,b,c,d megolddsa?

Megoldasvazlat.

Keressiik a-t Ac alakban, ¢ > 1. Als6 egyenletet atrendezve: a + ¢ =
b+ d, négyzetébdl a felsot kivonva 8-szor, illetve 4-szer ezeket kapjuk:

(a—c)? =V +d (1)
a’ +c —6ac= (N —6X+1) = (b—d)> (2)
Innen a baloldal nemnegativitasa miatt A > 3 + V8. (2pont)

Belatjuk hogy ez a korlat éles.

Ekvivalens allitas: tudunk ugy vélasztani b,, ¢,, d,, egész szamokat (2)
szerint, hogy

b, —dy)?

(72) — O’

Cn

mig az eredeti egyenldségek, vagy akar csak az ekvivalens atalakitas

révén (1) egyenldség teljesiil. (1pont)

b = d sosem fog jé megoldést adni, de |b— d| = 1 mér végtelen sokszor

(vagyis tetsz6legesen nagy ¢ mellett is) igen.

Ez ad6dhat példaul abbdl, hogy (1) egyenldség Pithagoraszi szamhar-
masokat kivan: ezekre ismert az altalanos eléallitasi tétel:

(a—c)=2+9* b=2"—y* d=2xy

alakban kereshetd, vagy ennek konstansszorosa a szamharmas. (1pont)
Innen az kell, hogy végtelen sok z, y egész part talaljunk melyre példaul
b—d=1& (22 —2zy+y*) =20 +1=2% (Z:=(x —y) ) (1pont)
Ennek végtelen sok megolddsa van, hiszen egy {y,Z} megolddshdl
1j (nagyobb abszolit értékil) {y', Z'} megoldas kaphaté ahol y' =
2yZ, 7' = 4y? + 1, egy alapmegoldést pedig konnyen taldlunk. (Pell



egyenlet). Az ad6d6 novekvo (z,y) értékparok éppen a bizonyitandét

adjak. (2pont)
Toredékpontok:

e konkrét példa megadasaval max -t feltlrél korlatozni: (Opont)
e Célszeri ekvivalens atalakitasok, ahonnan egy lépésben levezethet6
a jo felsd korlat (1pont)
e max \-t alulrél korlatozni gyengébb korldttal: (Opont)

e bizonyitas nélkiil allitani vagy csak kimondani célnak, hogy olyan
pithagoraszi szamharmasok sokasaganak létezése a kulcs, ahol a két
kisebb szdm ’kozel’ van egyméshoz (pontosan definidlva bar a kozel-
séget) (1pont a fels6 korlatra
nézve)

Megjegyzések

e A megoldas elsé felében arra is lehetett hivatkozni, hogy b és d
szamokra vonatkozo egyenletek ekvivalens formaja, hogy 0k gyokei az
X? — (a+ ¢)X + 2ac = 0 mésodfoku egyenletnek. Innen a megold6ké-
pletben a diszkriminans vizsgalata szintén azonnal kiadta a sziikséges
A > 3+ 2v/2 korldtot.

e A megoldas masodik felét a végtelen sok megoldésra hivatkozas helyett
lehetett tigy is indokolni, hogy megfeleld egész j valtozok aranya tet-
sz6legesen megkozelitheti a 2v/2 irraciondlis szamunkat, és ezekbdl a
segédvaltozokbdl az a, b, ¢, d szamnégyes visszaépithetd, hogy a/c ardany
a A = 34 2v/2-t kozelitse. (c = uv,a = @)

. Legyenek a p,, p2, p3, ... szdmok a pozitiv egész szamoknak
egy permutdcioja. Igazoljuk, hogy végtelen sok n-re fog tel-
jesiil, hogy p, és p,.1 legnagyobb ko6zo6s osztdja nem nagyobb
mint %n.

Megoldasvazlat.

Indirekt bizonyitunk, s feltessziik, hogy n > N-re mar

ged(pp, Pry1) > 3n/4.

Vegytik észre, hogy ekkor egyrészt p, > 3n/4, masrészt, hiszen a
szamok mind kilonbozoek,

max{pn, Pnr1} > 3n/2. (3)
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(1 pont)

Szamoljuk 6ssze, hogy a sorozat hany 3/N-nél nem nagyobb pozitiv

egészet tartalmazhat. (2 pont)
A (3) egyenlétlenség alapjan 2N > k > N mellett a poy, pory1 Szdmok
koziil legfeljebb az egyik lehet 3N-nél nem nagyobb. (1 pont)

De az £ > 4N indext szamok mindegyike nagyobb 3N-nél, (1 pont)
igy Osszesen legfeljebb

(2N —1)+ N =3N —1

darab, 3N-nél nem nagyobb szam lehet a permutalt sorozatban, ami

ellentmondaés. (2 pont)
Toredékpontok:

e Plussz egy jobb becslés (3)-ndl, ha nincsen tovabbi haladés (ezzel
élesebb becslés kaphato a feladatban kértnél) (+1pont)
e A kezdeti egyenlotlenségek alapjan valami heurisztikus “aszimptotikus
bizonyitas”, pontos hatarok stb. megadasa nélkiil (3pont)

e A korldtok pontatlan kezelése (kisebb/nem nagyobb keverése) (—1 pont)
e 3N helyett olyan fels6 hatér valasztasa, amelynél paritdsi/mod 3 gon-
dok, vagy tul kis n értékek meriilnek fel (-1pont)



